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في الفضاءالجداء السلمي  تطبيقات  
I-   المستقيمات و المستويات في الفضاء  

 1- تعامد المستقيمات و المستويات في الفضاء
 تعامد مستقيمين -أ

1u الفضاء موجهين بالمتجهتين  مستقيمــين من (D2)  و (D1)ليكن               
G

2u و
G

    على التوالي
                        ( ) ( )1 2 1 2 0D D u u⊥ ⇔ ⋅ =

G G  

  تعامد مستقيم و مستوى - ب
     خاصية  

1u مستوى موجه بالمتجهتين(P)         ليكن 
G

2u و
G

3u مستقيم  موجه بالمتجهة(D)   و 
G

      

2 3u u⊥
G G

)   و   ) ( ) 1 3D P u u⊥ ⇔ ⊥
G G 

2 3 0u u⋅ =
G G

)   و   ) ( ) 1 3 0D P u u⊥ ⇔ ⋅ =
G G  

   ملاحظات واصطلاحات-  ج
   ).(P تسمى متجهة منظمية للمستوى ) (P العمودي على مستوى (D) الموجهة لمستقيم uGالمتجهة  *  
  )(P  تكون منظمية للمستوى uG مستقيمية معvGفان آل متجهة  ) (P منظمية لمستوى uGا آانت ذا*  
) ('P و) (P مستقيميتين فان vG وuGوآانتا )  ('P منظمية لمســتوى vGو ) (P منظمية لمستوى uGا آانت ذا* 

 متوازيان
)إذا آان *  ) ( )2;A B P∈و uG منظمية لمستوى P)(  فان   u AB⊥

JJJGG
  

). م.  في الفضاء المنسوب إلى معلم تمرين ; ; ; )O i j k
G G G

   
الموجه بـالمتجهتين         ) (P و العمودي على المستوى   A(-1; 2 0) المار من(D)  حدد تمثيل بارامتري للمستقيم 

( ) ( )1;1;11;1;2 −uوv GG
  

  تمرين 
). م.    في الفضاء المنسوب إلى معلم  ; ; ; )O i j k

G G G
    ax-2y+z-2=0ي معادلتهذال) (P نعتبر المستوى

IRtتمثيله بارامتري    (D) و المستقيم 
btz
ty

tx
∈







+−=
+=

=

2
31

2
  

    ) (Pحدد متجهتين موجهتين للمستوى  -1
)  لكي يكون b وa  حدد-2     ) ( )PD ⊥ 
  تعامد مستويين -د
  موديا اشتمل أحدهما  على مستقيم عذا و فقط اذ يكون مستويان متعامدين اتذآير        

  . على المستوى الآخر      
  خاصية   

  تين لهما على التوالي مي متجهتــــــــــين منظvG وuGمستويين من الفضاء و)   ('Pو ) (Pليكن          
                     ( ) ( )PP vuا آان ذا وفقط اذ ا'⊥ GG

⊥  
                    

 
 
 
  
   معادلة مستوى محدد بنقطة و متجهة منظمية عليه-3 

a.  مستوى محدد بنقطة و متجهة  منظمية عليه  
     مبرهنة    

       نقطة من الفضاءAجهة غير منعدمة و  متuGلتكن          
0AM من الفضاء حيث M منظمية له هو  مجموعة النقط uG و المتجهةA المستوى المار من   *      u⋅ =

JJJJG G
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0AM من الفضاء حيث Mمجموعة النقط        *  u⋅ =
JJJJG Gالمستوى المار من  Aو المتجهة uGمنظمية له   

b. ة عليهمعادلة مستوى محدد بنقطة و متجهة منظمي  
   خاصية   

)و في الفضاء (P)آل مستوى       *   )cbau ;;G
   منظمية عليه يقبل  معادلة ديكارتية من  

0axنوع         by cz d+ + + =  
0axآل معادلة ديكارتية من نوع      *  by cz d+ + + ) حيث  = ) ( ); ; 0;0;0a b c   ة مستوى      هي معادل≠

       (P) بحيث  في الفضاء ( )cbau ;;G
  منظمية عليه

)في الفضاء معادلة المستوى    *     )P المار من ( )0 0 0; ;A x y z و المتجهة ( )cbau ;;G
 : منظمية عليه هي

( ) ( ) ( )0 0 0 0a x x b y y c z z− + − + − =  

     مبرهنة    )4
     عددا حقيقيا k  و  نقطة من الفضاءAجهة غير منعدمة و  متuGلتكن          

AM من الفضاء حيث Mمجموعة النقط  u k⋅ =
JJJJG G

) المستوى هي )P العمودي على ( );D A uG في النقطةH 

;   حيث  ku AB AH
AB

= =
JJJGG

  

  
  تمرين 

                     2x-y+3z+1=0 : (P)     نعتبر    
x+y-2z+1=0  

(D):
   x-y+z-2=0





                 

  . ونقطة منه(P) منظمية على uGحدد متجهة  -1
)و   A (3;0;2) ديكارتية للمستوى المار منحدد معادلة -2 )1,2,1nGمنظمية عليه . 
  (D)والعمودي على  'A (3;0;2)حدد معادلة ديكارتية للمستوى المار من -3

  (P)و الموازي لـ    A (3;0;2)حدد معادلة ديكارتية للمستوى المار من -4             
  ت و المستويات في الفضاءدراسة الاوضاع النسبية للمستقيما -6
  الأوضاع النسبية لمستويين في الفضاء  - أ

(P)المار من  المستوى A و uG    منظمية عليه (P')  المار من المستوى A'و vG منظمية عليه  
  ان مستقيميتvG وuG    1الحالة 

  ('P) = (P) فان 'A ∋ (P) أوA∋  ('P)   إذا آان
  .قطعا  متوازيان ('P) و (P) فان 'A ∌ (P) وA∌  ('P)إذا آان   
  غير مستقيميتين vG وuG   2الحالة 
   -    vu GG

⊥ ⇔ ( ) ( )PP ⊥'  

uوvا آان ذ ا-    GG
  . متقاطعان('P) و (P)   غير متعامدتين فان 

   الأوضاع النسبية لمستقيم ومستوى في الفضاء-ب
   (P)المار من  المستوى A و uG   منظمية عليه (D)المار من  المستقيم A'و vG موجهة له   

)  مستقيميتين فان vG وuG   إذا آان 1الحالة     ) ( )PD ⊥  
   غير مستقيميتينvG وuG   2الحالة    

   -   vu GG
⊥  ⇔ (P) و (D)متوازيان        

uا آان ذ ا   -            v⊥
G G

     (P) يخترق   (D)    فان 
 مسافة نقطة عن مستوى -7 

  نشاط    
)منظم  منسوب إلى معلم متعامد مالفضاء            ); ; ;O i j k

GG G
  .( )Pالمار من وى المست ( ); ;B B BB x y z  

)و      ); ;n a b cGلتكن .    منظمية   عليه( )0 0 0; ;A x y z ، نقطة من المستوى Hلنقطة  المسقط العمودي  لA  

)على      )P.  

n أحسب -     أ AB⋅
JJJGG

HA بدلالة 
JJJG

  nG و 
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 أثبت أن -    ب
n AB

HA
n

⋅
=

JJJGG

G  

)   ليكن -     د ) : 0P ax by cz d+ + + ) حيث = ) ( ); ; 0;0;0a b c ≠  

0             بين أن 0 0
2 2 2

ax by cz d
HA

a b c

+ + +
=

+ +
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

    تعريف و خاصية-1   
);;;(م .م.    الفضاء منسوب إلى معلم kjio

GGG
  

  كتب    ن(P) علىA المسقط  العمودي لـ H حيثAH هي المسافة (P) عن مستوى A     مسافة نقطة 

        ( )( );
A B u

d A P A H
u

•
= =

JJJG G

G حيث (P) ∈ Bو uGمنظمية على (P)    

    خاصية-2   
0axمعادلته    مستوى (P) ليكن           by cz d+ + + )     و  = )0 0 0; ;A x y z    نقطة من الفضاء   

                                            ( )( ) 0 0 0
2 2 2

;
ax by cz d

d A P
a b c

+ + +
=

+ +
  

    مثال    
)  مستوى مار من(P)ليكن           )2;1;3Bو ( )1; 1; 2u −

G
       A (0;2;1)     منظمية عليه لتكن 

)     حدد          )( );d A P        

     1رينتم  
  .في فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم       

   المستقيم الممثل (D)و   2x-3y+2z=0 المستوى ذا المعادلة (P)   و B(3;1;-1) و A(1;-1;1)  نعتبر   

ـ بارا متريا ب   
3
2 3
2 4

x t
x t t
z t

=
 = − − ∈
 = +

\  

 (D)يم  والعمودي  على المستقA المار من (Q)حدد معادلة ديكارتية  للمستوى  -1
   (P) والعمودي على المستوى B و A المار  من (´Q)حدد معادلة ديكارتية  للمستوى 

  d(A;(D)) و  d(A;(P))أحسب  -2
 (P) و الموازي للمستوى B المار من (´´Q)حدد معادلة ديكارتية للمستوى  -3

     2تمرين  
  .في فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم     

    ـ المستقيم المعرف ب(D) و 3x+2y-z-5=0 المعادلة    ذا(P) نعتبر المستوى     
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2 3 0

2 0
x y z
x y z
− + − =

 − − + =
  

   (D)حدد تمثيلا بارا متريا للمستقيم  -1
  (P)العمودي على   و(D)يتضمن  ي ذ ال(´P)حدد معادلة ديكارتية للمستوى 

  
 IIفلكةال ־             

)منظم     الفضاء منسوب إلى معلم متعامد م            ); ; ;O i j k
G G G

   

  معادلة فلكة معرفة بمرآزها وشعاعها - 1
)       لتكن ); ;a b cΩ نقطة من الفضاء (E) و *r +∈\    

)و    );S rΩ الفلكة التي مرآزها Ω و شعاعها r                    

)       ليكن ); ;M x y z من الفضاء  (E)  

   ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 2;M S r M r x a y b z c r∈ Ω ⇔ Ω = ⇔ − + − + − =                                                                 

   مبرهنة      
)        الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم  )kjio GGG

;;;.   
)        معادلة ديكارتية للفلكة  );S rΩ التي مرآزها  ( ); ;a b cΩ    

)هي              rو شعاعها  ) ( ) ( )2 2 2 2x a y b z c r− + − + − =  

  ملاحظات و اصطلاحات
   قطرا   للفلكة[A;B] فان [A;B]  منتصف Ω حيث S(Ω;r) نقطتين من الفلكة B و Aإذا آان * 
  AB =½  rو شعاعها    [A;B]  منتصف Ωرآزها  م[A;B]توجد فلكة وحيدة أحد أقطارها * 
)للفلكة*  );S rΩ 2  معادلة ديكارتية من شكل 2 2 0x y z ax by cz d+ + + + + +   d و c و b و a  حيث =

  .أعداد حقيقية    
)  الفلكة*  );S O r حيث O2 أصل المعلم  معادلتها 2 2 2x y z r+ + = 

  rو شعاعها   Ω(a;b;c)  فلكة التي مرآزها S(Ω;r)لتكن       الكرة* 
)  التي مرآزها B(Ω;r)  الكرة           ); ;a b cΩ  و شعاعهاrالنقط  هي مجموعة ( ); ;M x y z   

)حيث           ) ( ) ( )2 2 2 2x a y b z c r− + − + − ≤  

   معادلة فلكة معرفة بأحد أقطارها- 2     
         S فلكة أحد اقطارها  [A;B] 

  
         S ∈  M  ⇔ nAMB 

 زاوية قائمة أو M=A أو M=B  

                    0MA MB⋅ = ⇔
JJJG JJJG

                                                                   
       ةمبرهن      

           A و Bنقطتان مختلفان في الفضاء   
0MA  التي تحقق M        في الفضاء  مجموعة النقط  MB⋅ =

JJJG JJJG
  هي

  [A;B]أحد اقطارها فلكة التي 
     خاصية     

   [A;B]أحد اقطارها فلكة التي  نقطتين مختلفتين فان معادلة الB(xB;yB;zB) و A(xA;yA;zA)ا آانت ذ ا         
A          هي        B A B A B(x-x )(x-x )+(y-y )(y-y )+(z-z )(z-z )=0   

     تمرين
)الفضاء المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم    في   ); ; ;O i j k

G G G
  B(4;1;2)  و A(2;1;2) و Ω(1;2;-1)، نعتبر 

  A و المار من Ω التي مرآزها Sحدد معادلة ديكارتية  للفلكة  -1
  [A;B]التي قطرها    ´S حدد معادلة ديكارتية  للفلكة -2               

  )d+zc+-by+ax+²z+²y+²x   ):1=0 دراسة المعادلة - 3    
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)ة النقط   مجموعE          لتكن  ); ;M x y z  (1)التي تحقق المعادلة  

            
2 2 2 2 2 2 4

2 2 2 4
a b c a b c dM E x y z + + −     ∈ ⇔ + + + + + =     

     
  

;       لتكن     ;
2 2 2
a b c Ω − − − 

 
  

2 إذا آان -         * 2 2 4 0a b c d+ + −    Ø E=  فان ≻
2ا آان   ذ ا-         * 2 2 4 0a b c d+ + −   E={Ω}  فان  =

2ا آان    ذ ا-         * 2 2 4 0a b c d+ + −   حيث      E=S(Ω;r)  فان   ;
2 2 2

24
4

a b c d r+ + −
=  

  مبرهنة
a و b و  c و  dأعداد حقيقية    

2   التي تحقق المعادلة  M(x;y;z)          تكون مجموعة النقط  2 2 0x y z ax by cz d+ + + + + +   فلكة =

2قط إذا  آان          إذا وف 2 2 4 0a b c d+ + − ≥ 

           ; ;
2 2 2
a b c Ω − − − 

 
 مرآز  هذه الفلكة و  

2 2 2 4
2

a b c d r+ + −
   شعاعها=

 
   و شعاعها منعدم Ω فلكة مرآزها E={Ω}  يمكن اعتبار ملاحظة   
  6z+5=0 x²+y²+z²+4x-2y-ة     التي تحقق المعادلM(x;y;z)  مجموعة النقط E  نعتبر  تمرين   

   فلكة محددا عناصرها المميزةE             بين إن 
  B(-1;1;-1)   و   A(2;0;-1)     حيث  2MA²+3MB²=16 التي تحقق M   حدد مجموعة النقط تمرين   
   تقاطع مستوى و فلكة–4

  )P( و المستوى S)r;Ω(دراسة تقاطع للفلكة    - أ
)عامد ممنظم   إلى معلم متE   ننسب  الفضاء )wvuA GGG    (P) على المستوى Ω المسقط العمودي لـ A  حيث ;;;

)و   )vuA GG;;م لـ .م. م(P)  
wG متجهة واحدية موجهة للمستقيم (AΩ)     
Ω تنتمي إلى محور الاناسيب ومنه يوجد c حيث  Ω(0;0;c)  

)ة للمعلم  بالنسب(P)معادلة المستوى  )wvuA GGG   x²+y²+(z-c)²=r²  هي S و  معادلة الفلكةz=0  هي ;;;
d(Ω;(P))=|c|          

  z=0  و S   ∈  M(x;y;z)    ⇔     ² x²+y²+(z-c)²=r∩(P)     لدينا    
                                                   ⇔      x²+y²=r²-c² و z=0     

) بالنسبة للمعلم x²+y²=r²-c² مرتبط بحل المعادلة (P) و S   ومنه تقاطع  )vuA GG;;  
  )P(∩Ø =   S فان d)r))P(;Ω<  إذا آان  1الحالة*
  )P(∩S  = { A} فان d)r))= P(;Ωإذا آان    2الحالة*

22 وشعاعها A الدائرة التي مرآزها )C( حيث )C( =  S∩)P( فان d)r))P(;Ω >ا آان إذ  3الحالة * cr −  
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    ةمبرهن     

   r و شعاعها Ω فلكة مرآزها S مستوى في الفضاء و (P)        ليكن 
   : S و (P)         يكون تقاطع 

) و شعاعها (P) على المستوى Ω العمودي لـ  المسقطAدائرة مرآزها *                )( )2 2 ;r d P− Ω  

  d(Ω;(P))< rذا آان ا                 
  d(Ω;(P))= rا آان ذدائرة نقطة ا*            
  d(Ω;(P))>rا آان ذالمجموعة الفارغة ا*               

  مستوى مماس لفلكة في أحد نقطها  - ب
  تعريف 

      S(Ω;r) من الفلكة  نقطةAلتكن       
    A في (ΩA) عمودي على (P)  ادا آان A  عند النقطة S  مماس للفلكة (P)    نقول إن المستوى 

    خاصية
     S(Ω;r) نقطة من الفلكة Aلتكن 

(P)    مماس علىS(Ω;r) في    A ⇔            0A AMΩ ⋅ =
JJJG JJJJG

           ( )PM∈∀          

)فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم  في  تمرين ); ; ;O i j k
G G G

  الفلكة التي معادلتها   S1، نعتبر

x²+y²+z²-4x+2y-2z-3=0 و  S2   الفلكة التي مرآزهاΩ2  و  , 2 و شعاعها(P)ي ذ المستوى ال  
   .2x-y-2z-1=0ي معادلته  ذال المستوى (´P)      و x-2y+z+1=0معادلته   

  . يتقاطعان وفق دائرة محددا عناصرها المميزةS1 و (P)تأآد أن  -1
  .S2 و (´P)أدرس تقاطع  -2
  A(1;1; 3)  عند النقطة S1حدد معادلة المستوى المماس للفلكة   -3

   إجابة
  1-           (x-2)²+(y+1)²+(z-1)²=9   : S1ن  ذ       ا(Ω1;3) S=  S1 حيث  Ω1(2;-1;1)   

                                                              36
141
1122

≺=
++

+++
)= d(Ω1;(P)  

         (P) و S1 يتقاطعان وفق دائرة مرآزها B مسقط  العمودي لـ Ω1 على  (P) 369 و شعاعها =−  
        B هو تقاطع المستوى (P) و المستقيم (D) المار من Ω1 و العمودي على (P)  

)         لدينا  )1;2;1 −nGظمية على  من(P)  و منه  موجهة لـ (D) و بالتالي التمثيل البارامتري لـ  (D) هو   

                  

2
1 2
1

x t
y t t
z t

= +
 = − − ∈
 = +

\  

   ( ) ( )

2 1 0 1
2 1
1 2 1
1 0

x y z t
x t x

B P D
y t y
z t z

− + + = = − 
 = + = ∈ ∩ ⇔ ⇔ = − − = 
 = + = 

) هو الدائرة S1 و (P)ن تقاطع ذ   ا )3;BC حيث B(1;1;0)  

  C  باتباع نفس الخطوات السابقة نحدد النقطة C هو النقطة (´P) و S2  ومنه  تقاطع  d(Ω2;(P´))=2 لدينا -2
  A عند  S1  مماس لـ (´´P)  ليكن S1∈Aلدينا  -3

( ) ( ); ; " ..........................M x y z P AM A∈ ⇔ ⋅Ω ⇔
JJJJG JJJG

  

 4-  تقاطع مستقيم و فلكة 
     4z+4=0 x²+y²+z²-2y  :  S+       نعتبر  لمثا
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       ( )1

1 2
: 1

3

x t
D y t t

z t

= +
 = + ∈
 = − +

\    ( )2

3
: 2

2

x t
D y t

z t

=
 = ∈
 = − +

\        

( )3

1 2
2
1: 3
3

2

x t

D y t t

z

− = +

 = + ∈


= −


\    

  (D3) و (D2) و (D1) مع آل من S        حدد تقاطع 
  

 تمارين
  

   1تمرين 
)فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم في      ); ; ;O i j k

G G G
  

) والموجه  بـ C المار من (D) و المستقيم C(0;-1;1) و B(0;0;1) و A(1;0;1)  نعتبر )1;2;1−uG  
   مستقيم وحدد تمثيلا بارا متريا لهMA=MB=MC حيث M بين أن مجموعة النقط -1    

  C في (D) العمودي على (P) حدد معادلة ديكارتية للمستوى -2
  C في (D) و المماسة لـ Bو A المارة من Sلة ديكارتية للفلكة استنتج معاد -3

  2تمرين

)     في فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم  ); ; ;O i j k
G G G

  C(1;5;-3)و   B(0;7;-3) و A(0;3;-5)  نعتبر

  (ABC)أعط معادلة ديكارتية للمستوى  -1
) حيث A المار من (Q)أعط معادلة ديكارتية للمستوى  -2 )1;2;1−uG منظمية عليه   
 x+y+z=0 المستوى المحدد بالمعادلة (P)ليكن  -3
   (D) يتقاطعان وفق مسنقيم (ABC)و (P)تأآد أن   - أ
  (D)حدد تمثيلا بارا متريا لـ   - ب

 ددة بـ التي المح(C)نعتبر في الفضاء الدائرة  -4




=
=+++

0
091022

y
zzx  

  (ABC) و ينتمي مرآزها إلى (C)  التي تتضمن الدائرةSحدد معادلة للفكة   - أ
  (AC) و Sحدد تقاطع     ب  

  
  3تمرين

   المستوى ذا(P) و B(3;1;-1) و A(1;-1;1)  في فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباشر  نعتبر     

       ـبارا متريا ب  المستقيم الممثل 2x-3y+2z=0  (D)المعادلة      
3
2 3
2 4

x t
x t t
z t

=
 = − − ∈
 = +

\  

 (D) والعمودي على المستقيم B و A المار من (Q) معادلة ديكارتية للمستوى حدد -1
  (P) والعمودي على المستوى B و A المار من (´Q)حدد معادلة ديكارتية للمستوى  -2
  d(A;(D)) و  d(A;(P))أحسب  -3
  (P) و الموازي للمستوى B المار من (´´Q)حدد معادلة ديكارتية للمستوى  -4

     4تمرين  
       3x+2y-z-5=0 ذا المعادلة   (P) في فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم نعتبر المستوى       
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   ـ المستقيم المعرف ب(D)    و 
2 3 0

2 0
x y z
x y z
− + − =

 − − + =
  

   (D)حدد تمثيلا بارا متريا للمستقيم  -1
 .(P) و العمودي على (D) الذي يتضمن (´P)حدد معادلة ديكارتية للمستوى  -2

  5تمرين  
   x+y+z+1=0المعادلة      ذا (P)  في فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم نعتبر المستوى      
    2x-2y-5=0 ذا المعادلة    (Q)  و المستوى     
    x²+y²+z²-2x+4y+6z+11=0 التي تحققM(x;y;z) مجموعة النقط  (S)و      

    فلكة محددا مرآزها و شعاعها (S)بين أن  -1
 مماس للفلكة و حدد تقاطعهما (P)تأآد أن  -2
  (P)و العمودي على   A(0;1;2)  من   المار(D)حدد تمثيلا بارامتريا للمستقيم  -3
)تحقق أن   -4 ) ( )P Q⊥ و أعط تمثيلا بارامتريا للمستقيم (D´) تقاطع(P)و (Q)  

  6تمرين   
  A(-2;3;4) ة           في فضاء منسوب إلى معلم متعامد ممنظم نعتبر النقط

     التيتحققM(x;y;z) مجموعة النقط x+2y-2z+15=0  (S) ذا المعادلة   (P)المستوى      

        x²+y²+z²-2x+6y+10z-26=0  و (C)             الدائرة التي معادلتها 
2 2 2 8 0

0
x y x
z

 + − − =


=
  

   فلكة محددا عناصرها المميزة (S)بين أن  -1
  و حددها('C)قاطعان وفق دائرة آبرى  يت(S) و (P)بين أن  -2
 (P)الموازيين لـ   و(S)حدد معادلتي المستوين المماسين للفلكة  -3
 (C)  المتضمن للدائرة A المار من ('S)أآتب معادلة الفلكة  -4
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