
 
��� ا����ذ   ��ى ا�و
� ���م �                  ا
	���: درس��:   � �!
��" ا         ����
  ا
	*�ز%)                '�&�%$ ا
	#��ر ا

Chorfi_mouhsine@yahoo.fr 
$ +,��	
  ا
.+رات ا

1����� �	
�� 	�
  . ــ ا�����ل ا����� �� �
��ء ���� 2��! � n ــ إ ( )2 4n≤ ≤.   

 �% ا����$ى3!�  . ــ إ�����ل ا����� ()
�ت ا��!��	� )'ت 
  . ــ إ�����ل ا����� ()
�ت �!�,+ ا����!	��ت4
  .  ــ إ�����ل ا����� �� 56 ���.5 ه�23	� و �	0/�.	� 5

I$&(�	
   ــ ا
0./$ ا
 2%�*�  : "3�
A ى���	
" ا $/.& ( )P و α�.�.4 د+� .  

)             ا
)وج )αA, $&(� $/.& �	�%  . $/.0
= Aو &.�ل آ:
9 أن ا�*	
�> $0�* α د+*
  .A وزن ا
α $/.0 أو ا
II"��&(� "��/.& ���   . ــ 

  1 &ــــــ!ـــــــ� ط ر@ــــ?
A و Bن �:���89ن�� !� .  

�; ا�3! �� ?<	= Gأ ــ أ
��� ��� �
GA -2GB=0     . )                                                         %	? �A'B 2أو�

���
AG و 

���
AB(   

 � !���ء � ?<	= G    هD�/ 5% إ
��� ��� �
GA -GB=0E?59 �$اB  ؟ .  

�! �	% �:��89	% �% ا����$ى و B و D��A% ب ــ  αو β %		!	!6 %/2دB .  

 %	? �A'B 26د     αو β � !3و�$د ا� I!>�/ �D� G=	>? α β
��� ��� �
GA+ GB=0.   

2%�*��Dه0$ و :   
 "3�
     ( )αA,و ( )βB, ى���	
" ا "��&(� "��/.& ( )P E��> 0α β+ ≠.  

���+ &./$ و�4+ة     G ى���	
" ا ( )P E��> α β
��� ��� �
GA+ GB=0.   

 $/.0
��	� G    ا  ��� "��&(�	
)ا
0./��" ا )αA,و ( )βB,.  
 �J6'�:  

)�� ا�� !3	G��  % ــ  )αA,و ( )βB,  �A'�ا� I!>� 
���� ����β
AG= AB

α+β
.  

0α ــ إذا آ�ن  β+ ) �Nن = )αA,و ( )βB,���� ��� O	� .  
 $�.�D/��	�ر%"   

1�	�%" ر@? :   
��3ن ا
β  $/.0 و4α+د �+د%" 4.�.��"  E��> G "��&(�	
) ه� ��� ا
0./��" ا )αA,و ( )βB,.  

 ــ 1                
��� ��� ���
GA+GB=3AB  

2 ــ 2                
��� ��� �
GA+3BA =0  

	�'�$ G ــ  3                 A $/.0�
 $D�0
�> B.   
2�	�%" ر@? :   

 $/.0
��� ا
0./��" ا
	�)4G+د �@I ا  "��&( )αA,و ( )βB, $�
��
���ت ا
  :  � ا
) ــ  1                 )2A,و ( )1B,  
)  ــ 2                 )1−A,و ( )2B,  
) ــ  3                 )3−A,و ( )2B,-  
3�	�%" ر@? :   

 J!&أG "��/.0
��� ا ( )2A,-و ( )3B, و G' "��/.0
��� ا ( )2A,و ( )1B,.  

 Kأآ�
����
GG' $
�+> 

����
AB.  

  2 &ــــــ!ـــــــ� ط ر@ــــ?

 %D	�*∈ℝk و G%	� !3ا� ����  %	��)  ا���0 )αA,و ( )βB, =	>? 0α β+ ≠.  
) ه$ ���� ا�3! �	% ا���0��	%  G    ?	% أن  )αA,kو  ( )βB,k  

 $�L�M:  
0*+م ��N �.�.4 +د� �  �	ب وز&�,��> ��P�% � "��&(� "��/.& ���.  

/� "%�	��.�D  
 G "��&(�	
��� ا
0./��" ا ( )αA,و ( )βB,    E��>0α β+ ≠.  

 "��.�.�

$  b و aأو�+ ا
*+د%" ا�+> αو β �3ن% E��> G "��&(�	
��� ا
0./��" ا ( )A,aو ( )B,b و a+b= 1.   
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  3 &ــــــ!ـــــــ� ط ر@ــــ?
 %D��M ا����$ى %� � !� .  

) ���� ا�3! �	% ا���0��	%  G?	% أن  )αA,و ( )βB,⇔ ( )α β α β
��� ��� ���
MA+ MB= + MG  

�Dه$0:  
"3�
 A  و B ى���	
" ا "��Q��# "��/.& ( )P و  α وβE��0α �+د%" 4.�.��" < β+ ≠.  

  $/.0
) ه� ��� ا
0./��" ا
	�)&��"Gا )αA, و( )βB,$/.& =3
" ا
	���ى  M إذا و  .S إذا آ�ن  ( )P : ( )α β α β=
��� ��� ���

+ MG MA+ MB  
$�.�D/��	�ر%"   

1�	�%" ر@? :   
ABC و E�T B' ��� ( )2A,-و ( )1C, و A' ��� ( )2A,و ( )3B, و C' ��� ( )1C,-و ( )3B,.  

1=3!
  . ــ أ&!J ا

2 $/.& =3
" ا
	���ى M ــ <�" أن  − −
���� ���� ���� �
MA' MB'+2MC'=0.   

3 S.0
��.�	�$'C و'B و 'A ــ أ��U�0 أن ا .  
2�	�%" ر@? :   

��� I  أ&!J ــ 1 ( )2A,و ( )1C, و  J ��� ( )1A,و ( )2B, و  K ��� ( )4B,-و ( )1C,.  
��� B ــ <�" ان 2 ( )3K,و ( )1C,.  
2V�0 ا
./*$ J ــ <�" ان 3 [ ]KI.  

3�	�%" ر@? :   
"3�
 A و  B ى���	
" ا "��Q��# "��/.& ( )P.  

1.0
��SM E  ــ 4+د W	��$ ا> 3 2 0+ =
���� ����
MA MB.  

2 S.0
��ME ــ 4+د W	��$ ا>  3 2 2 3+ = +
���� ���� ���� ����
MA MB MA MB.   

2%�*�:  
�آ) '.= &./��" A و B�* "��/.0
�"  ه� ��� ه���" ا+*0 ��N "�%و��� "���*	> "��0.  
�آ) '.= &./��" A و B $*/.
] ه� 2V�0 ا ]AB.  

 "��/.& ���  :إ4+ا'��� 
  4 &ــــــ!ـــــــ� ط ر@ــــ?

%D	�G% ا�	ا�3! � ����   %	��0��( )αA,و ( )βB,.   
1 Pــ أآ� 

����
AG ��Q2? 

����
AB.   

) ــ ��9B ان 2 )A x ,yA A و ( )B x ,yB Bو ( )G x ,yG GPأآ�   x
G

�Q2?  x� آ5 �% 
A

x و
B

y  و
G

�Q2? y� آ5 �%  
A

y  و
B

.   

  :@��+ة 
  ?Y0	 +�*� ?�* �
���ى 0��ب إ � ( ), ,O i j

� �
 S.0

�3" ا ( )A x ,yA A و ( )B x ,yB Bو ( )G x ,yG G.  

) ه� ��� ا
0./��" ا
	�)&��"Gإذا آ�ن    )αA, و( )βB, نZ           :α β
α β
x + xA Bx =

G +
α     و      β

α β
y + yA By =

G +
  

�.�D/� "%�	�  
)ا
	���ى  )P ?�* �
0��ب إ ( ), ,O i j

� �
 .   

S.0

�3" ا( )A ) و 1,0 )B )  و0,3 )C ) و 3,7 )D -1,2.  

 $/.0
��� Gا ( )1A,و  ( )2C,   و G' ��� ( )1B,و  ( )2D,.  
 "3�
M و N و P I/.
�QV�0ت ا [ ]AB و [ ]CD و [ ]GG'�
  . ��� ا
��ا

    . P و N و M  و'G و GأK�4 إ4+ا'��ت ا
S.0  ــ 1
2 S.0
��.�	�$P و N و M ــ <�" أن ا .  

III ����)&$ ــ  S.& ث\'  
  5 @ــــ?&ــــــ!ـــــــ� ط ر

A و Bو  C �89�:� !�  .  )'ث 

�; ا�3! �� ?<	= Gأ ــ أ
��� ��� ��� �
GA+GB-3GC=0)                                                              . Pاآ� 

���
AG  ��Q2? 

���
AB و  

���
AC(   

 � !���ء � ?<	= G    هD�/ 5% إ
��� ��� ��� �
GA+GB -2GC=0E?59 �$اB  ؟ .  
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 �% ا����$ى ــ إ�����ل ا����� ()
�ت ا��!��	� 3!�  .)'ت 
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   %D�� ب ــA و B و C �89�:� !�   .أ2Bاد !6	!	�δو  β وα �% ا����$ى و )'ث 

 %	? �A'B 26د     αو βوδ � !3و�$د ا� I!>�/ �D� G=	>? α β δ
��� ��� ��� �
GA+ GB+ GC=0.   

2%�*��Dه0$ و :   
 "3�
     ( )αA,و ( )βB,و ( )δC, $&(� S.& ى '\ث���	
" ا ( )P E��> 0α β δ+ + ≠.  

���+ &./$ و�4+ة     G ى���	
" ا ( )P E��> α β δ
��� ��� ��� �
GA+ GB+ GC=0.   

 $/.0
��	� G    ا  ���$&(�	
) ا
S.0 ا )αA,و ( )βB,و ( )δC,.  
 �J6'�:  

) ���� ا�3! G ــ  )αA,و ( )βB,و ( )δC,  �A'�ا� I!>� β δ
α β δ α β δ+

���� ���� ����
AG= AB AC

+ + + +
.  

0α ــ إذا آ�ن  β δ+ + ) �Nن = )αA,و ( )βB,و( )δC,���� ��� O	� .  
�.�D/� "%�	�  

��E %�3ن δ و β وα ــ 4+د أ�+اد 4.�.�$ 1> G S.0
��� ا ( )αA,و ( )βB,و ( )δC,   $�
��

$ ا��
− � ا
��� ��� ��� ��� ���
GA+GB-2GC=3AB AC  

2 J!&ــ أ G S.0
��� ا ( )2A,و ( )1−B,و ( )2−C,.  
3 $/.0
) ه� ��� ا
D S.0 ــ ا )1A,و  ( )1B,و  ( )1−C, ���>�
  .ACBD ، 4+د ^�D*$ ا

  6 &ــــــ!ـــــــ� ط ر@ــــ?
 %D��M ا����$ى %� � !� .  

)  ا�3! ا���0�� ���� G% أن ?	 )αA,و  ( )βB,  و( )δC, ⇔ ( )α β δ α β δ
��� ��� ��� ���
MA+ MB+ MC= + + MG  

�Dه$0:  
"3�
 A  و B و  C $Q��# S.& ى  '\ث���	
" ا ( )P و  α وβو δE��0αأ�+اد 4.�.�$  < β δ+ + ≠.  

  $/.0
) ه� ��� ا
S.0 ا
	�)&$Gا )αA, و( )βB,و ( )δC,$/.& =3
" ا
	���ى  Mإذا و  .S إذا آ�ن  ( )P : 

( )α β δ α β δ
��� ��� ��� ���

+ + MG= MA+ MB+ MC  
.�D/� "%�	��  

   ،C و B و �D�*& A ا
S.0 ا
	#��Q$  ــ1
��� ا
0./��" ا
	�)&��" G و  ( )2A,و  ( )3−B, و H  $&(�	
��� ا
S.0 ا ( )2A,و  ( )3−B,  و( )1−C,.  

  .أ&!J ا
!3= أ ــ 
H   2V�0 ب ــ <�" أن [ ]CG.  

2 $Q��#	
  C و B و A ــ &*��D ا
S.0 ا
 S.0
W	��$ ا J!&4+د و أ  M $@\*
�.a ا� ��
2 ا 12+ + =

���� ���� ����
MA MB MC.  

2%�*�:  
 S.& آ) '.= '\ث�A و B و C 0*+م	
= ��N ا�*	
*�bQ0> $0 ا S.0
  .  � ا
	���ى ه� ��� ه:c ا

 S3��? :G  /�C �3 و B و A ��آ0 )!5 ا�3!
��� ��� ��� �
GA+GB+GC=0  

�.�D/� "%�	�  
ABC و A'B'C'ن�T�T  .G و G'�
  . ه	� �آ)ا '.�,	� ��� ا
��ا

�آ) ا
A'B'C'=.T و ABCأن <�"  bQ& �	,
 ⇔ 
���� ��� ���� ����
AA'+BB'+CC'=3GG'  

 "��/.& ���  :إ4+ا'��� 
  7 &ــــــ!ـــــــ� ط ر@ــــ?

%D	�G  ��) ���� ا�3! ا���0 )αA,و ( )βB,و ( )δC,.   

αن  ــ ?	% أ1 β δ
α β δ α β δ α β δ+ +

���� ���� ���� ����
OG= OA OB OC

+ + + + + +
.   

) ــ ��9B ان 2 )A x ,yA A و ( )B x ,yB Bو ( )G x ,yG G   T�3إ�� x
G

�Q2?  x� آ5 �% 
A

x و
B

x و 
C

y و
G

�Q2? y� آ5 �%  
A

y  و
B

y و 
C

.  
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  :@��+ة 
  ?Y0	 +�*� ?�* �
���ى 0��ب إ � ( ), ,O i j

� �
 S.0

�3" ا ( )A x ,yA A و ( )B x ,yB Bو ( )C x ,yC C و ( )G x ,yG G.  

) ه� ��� ا
0./��" ا
	�)&��"Gإذا آ�ن    )αA, و( )βB,و ( )δC, نZ          :α β δ
α β δ

x + x + xA B Cx =
G + +

α     و      β δ
α β δ

y + y + yA B Cy =
G + +

  

�.�D/� "%�	�  
��C E و B و �D�*& A ا
S.0 ا
	#��Q$  ــ1> ، ( )A ) و 1,1- )B ) و 0,2 )C 2,-3.  

��� ا
0./��" اG و   "��&(�	
( )2A,و  ( )3−B, و H  $&(�	
��� ا
S.0 ا ( )2A,و  ( )3−B,  و( )1−C,.  
 $/.0
��.�	�$ G وB و A '? ا��U�0 أن ا
G  S.0أ ــ 4+د إ4+ا'��ت ا .  

 $/.0
H  2V�0'? <�" أن   Hب ــ 4+د إ4+ا'��ت ا[ ]CG.  
III�)&$ أر<I ��� ــ  S.&   

2%�*��Dه0$ و :   
 "3�
     ( )αA,و ( )βB,و ( )δC, و ( )λD,  I>أر$&(� S.&  ى���	
" ا ( )P E��> 0α β δ λ+ + + ≠.  

���+ &./$ و�4+ة     G ى���	
" ا ( )P E��> α β δ λ
��� ��� ��� ��� �
GA+ GB+ GC+ GD=0.   

 $/.0
��	� G    ا  ���$&(�	
) ا
S.0 ا )αA,و ( )βB,و ( )δC,و ( )λD,.  
 �J6'�:  

) ���� ا�3! G ــ  )αA,و ( )βB,و ( )δC,  و( )λD,  �A'�ا� I!>�β δ λ
α β δ λ α β δ λ α β δ λ+ +

���� ���� ���� ����
AG= AB AC AD

+ + + + + + + + +
.  

0αذا آ�ن  ــ إ β δ λ+ + + ) �Nن = )αA,و ( )βB,و( )δC,و ( )λD, ���� ��� O	� .  
  8 &ــــــ!ـــــــ� ط ر@ــــ?

  %D	�G ) ���� ا�3! )1A,و ( )3−B,و ( )1+C, و ( )2D,.   

 �
���M %	� !3ا� ���� ( )A,1و ( )B,-3.   

) ���� ا�� !3	N %و )C,1و ( )D,2.  

1 Uــ أر�Mو N.   
)ا�� !3	G  ���� % ــ ?	% أن 2 )M,-2و  ( )N,3.   

3 �!/�, T�3ــ ا�� ��0�� !���ء ���� أر?+ �) .  
$�*�	W�
  �L�M$ ا

�,�\�**�> "�0	W	�ع  �	,0�� آ= &./��" �� ����)&$ ه�  S.& I>أر ���.  
�Dه$0 :  

"3�
 A  و B و  C و Dار  $Q��# S.&  I> ى���	
" ا ( )P و  α وβو δو  λE��0α أ�+اد 4.�.�$  < β δ λ+ + + ≠.  
  $/.0
) ه� ��� ا
S.0 ا
	�)&$Gا )αA, و( )βB,و ( )δC, و ( )λD,$/.& =3
" ا
	���ى  Mإذا و  .S إذا آ�ن  ( )P : 

( )α β δ λ α β δ λ
��� ��� ��� ��� ���

+ + + MG= MA+ MB+ MC+ MD  
�.�D/� "%�	�  

��� ا
S.0 ا
	�)&$  <�" أن  . ��ازي ا�g\ع  ABCD  ــ1( )1A,و ( )1B,و ( )2C, و ( )1D,�
) %�0	� إ )AC.    
��ازي ا�g\ع ABCD  ــ2  . c(آ�   .D و C و B و  A ه� �آ) '.= ا
OS.0<�" أن 
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