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 �%&aC?��� . 

III(-��0�	
 : 
1������� ����� : 
a(����� : 

 ����* �
 ����� ����� ��	� E. 
Τ �
 ����� ����� ��	� F . 

 �� ��	>� ����( ),*E �� ( ),F Τ ����� �� :f E F→ 
��� 	� �)��: 

  ( )( ) ( ) ( ) ( )2, : *x y E f x y f x f y∀ ∈ = Τ. 
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b(����� : 
1.������� ��� �  :( ) ( ): , ,f + → +� � 

       x ax→  
 �( �����f��	>� . 

�� �:  ( )( ) ( ) ( ) ( )2,x y f x y f x f y∀ ∈ + = +� 

.	���� :  
( ) ( )

( ) ( )
f x y a x y ax ay

f x f y

+ = + = +

= +
 

�%&: 
  ( )( ) ( ) ( ) ( )2,x y f x y f x f y∀ ∈ + = +� 

 �%&f �� ��	>� ( ),+� �� ( ),+�. 

2. ��� � :f →� � 

   rr a→  0�( )*a +∈� 

 �( ���f �� ��	>� ( ),+� �� ( ),×� 
.�� �� r  r ′ �� �. 

�( ����� :( ) ( ) ( )f r r f r f r′ ′+ = × 
	����: 

 ( ) ( ) ( )r r r rf r r a a a f r f r′ ′+′ ′+ = = × = × 

�%&: ( )( ) ( ) ( ) ( )2, .V r r f r r f r f r′ ′ ′∈ + =� 

 #��f �� ��	>� ( ),+� �� ( ),×�. 

��#��)� ������: 
 �����1: 

 �
 :� �2���� 	�� ���$ 5��� ���$ 0�� : 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

, , ,

, . , ,

x y x y x x y y

x y x y xx yy xy x y

′ ′ ′ ′+ = + +
′ ′ ′ ′ ′ ′= − +

 

 ������� ��� �2:f →� � 
     ( ),z a ib a b= + → 

 �( ���f  ��	>� ��( ),+� �� ( )2 ,+� 

 �( ���f ��	>�  ��( ),×� �� ( )2,×� 

← �( ����� f �� ��	>� ( ),+� �� ( )2 ,+�. 

 ����z a ib et z a ib′ ′ ′= + = + 
�( �����:  ( ) ( ) ( )f z z f z f z′ ′+ = + 

	����: 

              
( ) ( )
( ) ( )

z z a ib a ib

a a i b b

′ ′ ′+ = + + +
′ ′= + + +

 

�%&: 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
,

, ,

f z z a a b b

a b a b f z f z

′ ′ ′+ = + +
′ ′ ′= + = +

 

 �%&f �� ��	>� ( ),+� �� ( )2 ,+�. 

← �( ����� f �� ��	>� ( ),+� �� ( )2 ,+�. 

 ����z a ib= + �( ����� :( ) ( ) ( ). .f z z f z f z′ ′= 

    z a ib′ ′ ′= + 
	����: 

( ) ( ) ( ) ( ). .z z a ib a ib aa bb i ab a b′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + + = − + + 
�%&: 

 ( ) ( ). ,f z z aa bb ab a b′ ′ ′ ′ ′= − + 
	����: 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( )
. , . ,

,

f z f z a b a b

aa bb ab a b

′ ′ ′=
′ ′ ′ ′= − +

 

 �%&( ) ( ) ( ). .f z z f z f z′ ′=  

 #��f ��	>� �� ( ),×� �� ( )2,×� 

 �����2: 
  ���������� �{ }2

( , ) : / ( , )a bA f x ax b a b IR= → + ∈ 

 !�� :� �2IR��	)�� T  ���	�� 
( ) ( ), , ( , )a b a b aa ab b′ ′ ′ ′Τ = +  ������� ��� � 

( , )

: ( , ) ( , )

( , )a b

A IR T

f a b

ϕ →
→

	
 

 �( ���ϕ ��	>�  

 ���ϕ �� ��	>� ( ),A o �� ( )2 ,Τ��	� �%& �)
 �%& : 

( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

2
, ,

, , , ,

, :a b a b

a b a b a b a b

f f A

f of f fϕ ϕ ϕ

′ ′

′ ′ ′ ′

∀ ∈

= Τ
 

        

          	����( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,a b a b a b a bx f of x f f x′ ′ ′ ′∀ ∈ =� 

               
( ) ( )
( )

,a bf a x b

a a x b b

aa x ab b

′ ′= +

′ ′= + +
′ ′= + +

 

�%&: 

  
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

, ,

, ,

,

( , ) ( ', ')

( ) ( )

a b a b

a b a b

f of aa ab b

a b T a b

f T f

ϕ

ϕ ϕ

′ ′

′ ′

′ ′= +

=
=

 

#��: ϕ ��	>�    

2�'��(� : 
��(�1   

 ����f �� ��	>� ( ),*E �� ( ),F Τ 

 	����( )f E$�  �� �)��� 5( ),F Τ. 

��*��: 
( ) ( ): , ,*f E F→ Τ��	>� . 

 �( �����( )f E �� �)��� ( ),F Τ 

 (* 	����( )f E F⊂ 

 (* ����y ′xو ′ �� ( )f E .�( ����� :( )x y f E′ ′Τ ∈. 

 	����y ′xو ′ �� ( )f E . ��� �%&y ��x �� EFو� : 

  ( ) ( )x f x yو f y′ ′= = 
�%&: 

  ( ) ( ) ( )*x y f x f y f x y′ ′Τ = Τ = 
 	����*x y E∈ 
 �%&( ) ( )*f x y f E∈�� �  :( )x y f E′ ′Τ ∈ 

 �%&( )f E �� �)��� ( ),F Τ. 

� !"�: 
 �	� �%&f �� ��	>� ( ),*E �� ( ),F Τ �'
 Τ ����� ��	� 

 �
 �����( )f E. 
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 ��(�)2:( 
 ����( ) ( ): , ,*f E F→ Τ@�	>� . 

 (* �	� �%&* �
 � ���� E �'
 Τ �
 � ���� ( )f E. 

 (* �	� �%&* �
 ���	�� E �'
 Τ �
 ���	�� ( )f E. 
 (* � �	� �%&* ��	�� ���� e �
  E �'
 Τ  @6	�� ��)� 

 �
( )( ),f E Τ < ( )f x′�� �  :( )( ) ( )f x f x′ ′=. 

��*��: 
( ) ( ): , ,*f E F→ Τ��	>� . 

← �( D��7� * �
 � ���� E . �( �����Τ �
 � ���� 
( )f E. 

 ����, ,z y x′ ′ ′ �� ( )f E . �( �����( ) ( )x y z x y z′ ′ ′ ′ ′ ′Τ Τ = Τ Τ. 

 	����( ), ,z y x f E′ ′ ′∈ . ��� �%&, ,z y x �� EF��� : 

  ( ) ( ) ( ); ;x f x y f y z f z′ ′ ′= = = 
�%&: 

 

 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

*

* *

* * *

x y z f x f y f z

f x y f z

f x y z

f x y z f x f y z

f x f y f z

′ ′ ′Τ Τ = Τ Τ

= Τ

=   

= = Τ  

= Τ Τ

 

�%& :   ( ) ( )x y z x y z′ ′ ′ ′ ′ ′Τ Τ = Τ Τ 

 #��Τ ����  �
 �( )E 

 + �( ���� �)����� 27��Τ �
 ���	�� ( )f E. 

 + �( D��7�e �
 ��	�� ���� ( ),*E . �( �����( )f e 

 �
 ��	�� ����( )f E. 

 ����x′ �� ( )f E .�( ����� :( ) ( )x f e f e x x′ ′ ′Τ = Τ = 

 	����( )x f E′∈ ��� �%& x �� E F��� ( )x f x′ =. 

��� �)����� 27�� :( )f e x x′ ′Τ = 

 �%&( )f e �
 ��	���� ��� �� < ( )f E. 

← �( D��7� x′ �6	�� < x �
 ( ),*E . �( �����( )f x′ 

 �6	�� <( )f x �
 ( )( ),f E Τ. 

�� � :( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x f x f x f x f e′ ′Τ = Τ = 
	����: 

 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

*

*

f x f x f x x f e

f x f x f x x f e

′ ′Τ = =
′ ′Τ = =

 

 �%&( )f x′ �6	�� < ( )f x �
 ( )( ),f E Τ. 

� !"�: 
1 ( �	� �%&( ) ( ): ,* ,f E F→ Τ . �'
 @�	>�f 9	��	� �)�� 

* �
E !�& Τ �
 ( )f E. 

 �	� �%&f �'
 ���> ( )f E F= ��	��	� f 9	��	� �)�� 

* �
 E !�& Τ �
 F. 
2 ()� ������� �& �FوE ��	>� �� �%& �)
 �%& �	���	>�� 

 ��E �� F. 
. �& �)� FوE ��	>� �� �%& �)
 �%& 	���	)� �	���	>�� 

 �� ���	)�E �� F. 

IV ("��$�� :Groupe 
1������ : 

 ����G ����� ����� ��	)� "�$� �����  * �& �)�( ),*G "��$ 

���	��� ��>�� 9))�� �%& �)
 �%&: 

←  " * " �
 � ����G 
←  " * "���	�� ����� ��)�. 

← ������ �� G@6	�� ��)� . 

'� !"�: 
 ����( ),*G"��$ . 

← �	� �%&  " * ")� H���	�� �& �( ),*G �����( ( ����	�� "��$ ( 

Abelien ). 

← 9�	� �%& G��4���  . �& �)�( ),*G��4��� "��$ . 

← ��	)�� $��� �( ����  " * " 0���	� " ) " + 0���� < ��� �( ��
 �	� ��� ( � ��	���� ��� �� $��� ��	��� G%< �
 "0 ."  �6	��� $���
xبx−. 

← ��	)�� $��� �( ����  " * " ��/�	� ) " . " ��/�� < ��� �( ��
 3�	���8� .(�� ��� �� $��� ��	��� G%< �
 � ��	��1 . �6	���

1x  .−xب

2 –����� : 
←   �� ��( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , ,+ + + +� � � �����	�� "��$ . 

← �� �� ( ) ( ) ( )* * *, , , , ,× × ×� � �����	�� ��$ . 

← �� �� ( )2,V + ( )3,V +����	�� "��$ . 

← ( )( ), ,F X +�����	�� "��$ . 

← ( )( ), ,B E E o )  9@�	)��� �����(����	�� ��� "��$ H. 

←��  �� ( ) ( ) ( ), , , , ,o oR o H o T o����	�� ��$ . 

← ( )( ),P E ∩  ( )( ),P E ∪�����$ 	��� . 

←( )( ),P E ∆����	�� "��$ . 

3�'��(�  
 ��(�)1:( 

 ����( ),*G"��$  .��� 	� 	����: 

← " * " � ����. 
← " * " ���	�� ����� ��)�. 

← ���� �� x �� G @6	�� ��)� x′ �
 G. 
← ���� �� a �� G C?���  ) @6	�� ��)� #�+.( 

← ( )( )3, , * *a x y G a x a y x y∀ ∈ = ⇔ = 

     * *x a y a x y= ⇔ = 
< K���	��)� ���	��� G% :��> ��� "��$ �
 ��$��8� ����. 

 
 

 ��(�)2:( 
 ����( ),*G"��$  . ����bوa �� G. 

�����	 ��� �� �� :( )* 1a x b=  ( )* 2x a b= @� ��)� ����

 �
G. 
��*��: 
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( )1 *

* * *

* *

*

a x b

a a x a b

e x a b

x a b

⇔ =
′ ′⇔ =

′⇔ =
′⇔ =

 

 �%&)1 ( �
 ���� @� ��)�G < *a b′ 

. �( ��� �)����� 27�� )2 ( �
 ���� @� ��)�G :*b a′ 

.����$
: 
 ����( ),*G"��$  . ����a G∈. 

������� ��� � : :g G G f G G→ → 

       * *x x a x a x→ → 

 �	)������gوf�@�	)� . 

4���2�& 3���  : groupe-Sous  
a(����� : 

���� ( ),*G"��$  . H �� �)��� 5$� ( ),*G. 

 �& �)�( ),*H � ��L$� "��$ ( ),*G ( H � ��L$� "��$ G :

 �	� �%& �)
 �%&( ),*H"��$ . 

 

b(����� : 
← ( ),+� � ��L$� "��$ ( ),+�. 

←( )* ,×� � ��L$� "��$ ( )* ,×�. 

← ���� ( ),B P P;����� 9@�	)� ����� . 

 �� ��( ) ( ) ( ), , , , ,o oR o H o T o � ��L$� "��$ 

( )( ), ,B P P o. 

← ���� ( ),*G ��	���� 	<���� "��$ e. 

 	����{ }( ),*e � ��L$� "��$ ( ),*G. 

( ),*G � ��L$� "��$ ( ),*G. 

 ��L$� "��$ ��H ��� 
 ��L$� "��$ !��� �����$�� ���< :�	�� ( non 
trivial ) 

� !"�: 
 "��$� ����G����	�� ��L$��� "��$�� ��� ����	�� ��� ��� �( . 

�-��� : ( )( ), ,B P P o����	�� ��� . 

  ���( ),T o����	�� . 

 
 

c('��(� : 
 ��(�)1 :( 

 ����( ),*G$  ��	���� 	<���� "��e ���� H � ��L$� "��$ 

( ),*G. 

��� 	� 	����: 

← H ≠ ∅ 

← e� �� <  �
 ��	���� ��H. 
← �	� �%& x H∈  x′ �6	�� x �
 G �'
 Hx H′∈. 

← ( )( )2, : *x y H x y H′∀ ∈ ∈ 

 F��y′ �6	�� y �
 G. 

��*��: 
 (* 	����H ≠ ∅��	���� ��� �� C/� 	4�+ . 

 (* �( �����e�� ��� �� <  �
 ��	��H: 
 ����e′ �
 ��	���� ��� �� H. 

 �( �����e e′=: 

 ����x H∈ 

 	����e′ �
 ��	���� ��� �� < H .�%& :( )1 *x e x′ = 

 	����H G⊂ �%& x G∈ . 	����e �
 ��	���� ��� �� < G �%& 

( )2 *x e x=. 

 ��)1 ( )2 (��� :* *x e x e′ = 

 �%&       :e e′ = 

 �%&e �
 ��	���� ��� �� < H. 
 (* ����x H∈  x′ �6	�� x �
 G. 

 �( �����x′ � ����� H. 
 ����x′′ �6	�� x �
 H. 

	���� :
*

*

x x e

x x e e

′ =
 ′′ ′= =

 �%& * *x x x x′ ′′= 

   �%&       x x′ ′′= 

 #��x H′∈ 

 (* ����y  . x �� Hوy′ �6	�� y �
 G. 
 �( �����*x y H′∈. 

 	����y H∈ . ��� 	� �@� ��y H′∈. 

�%& :
x H

y H

∈
 ′∈

 �%& *x y H′∈ �+ H �� �)��� 5$� G. 

 ��(�)2(: 
 ����( ),*G"��$  .H �� 5$� G. 

 ���H � ��L$� "��$ ( ),*G�	� �%& �)
 �%& : 

 (*H ≠ ∅. 

 (*( )( )2, *x y H x y H′∀ ∈ ∈ 

 F��y′ �6	�� y �
 G. 

��*��: 
 (* �( D��7�H � ��L$� "��$ ( ),*G. 

	���� �)�	��� ���	��� �@� ��: 

 H ≠ ∅ 

( )( )2, *x y H x y H′∀ ∈ ∈ 0� y′ �6	�� y �
 G. 
 (* �( D��7� 

    H ≠ ∅ ( )( )2, *x y H x y H′∀ ∈ ∈   (II) 

 �( �����H � ��L$� "��$ ( ),*G. 

1. 	���� H ≠ ∅ ��� �%& a :a H∈. 

 	����    ( ) 2,a a H∈ 

 �@� �� �%&(II) : *a a H′∈ 

  �� �: e H∈ 

2.��  ��x H∈. 

 	����( ) 2,e x H∈�%& :  *e x H′∈ 

  �� �:  x H′∈ 

 �%&( ) :x H x H′∀ ∈ ∈ 
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 F��x′ �6	�� < x �
 G. 
3. ���� yوx �� H 

 �( M����� ��� 	� �@� ��y H′∈. 

 �%&( ) 2,x y H′ ∈ �� )II (��� :( )*x y H′′ ∈ 

   �� �    :*x y H∈ 

 �%&H�)��� 5$� . 

 ��	)�� #�� * �
 ����� ����� ��	�H. 
4. �( ����� ( ),*H"��$ : 

. *  �
 � ����G �%&  * �
 � ����H 

. e H∈ ( ) : * *x H e x x e x∀ ∈ = =: 

 �%& e �
 ��	���� ��� �� H. 
. ���� x H∈. 

 	����x G∈ �%& x �6	�� ��)� x′ �
 G .�� � :

* *x x x x e′ ′= = 	���� ��� 	� �@� �� x H′∈. 

 �%&x′ �6	�� < x �
 H . ��	��	�( ),*H��L$� "��$ . 

� !"�: 
1. (*  ��	)�� 	�$�� �%& " * " � " + "N��� "$����� ���	��� �'
: 

. H ≠ ∅ 

. ( )( )2,x y H x y H∀ ∈ − ∈ 

 (* ��	)�� 	�$�� �%& * � "× " N��� "$����� ���	��� �'
: 

. H ≠ ∅ 

. ( )( )2 1, .x y H x y H−∀ ∈ ∈ 

2. ���� ( ),*G  "��$ H G⊂ 

 ���( ),*H � ��L$� "��$ ( ),*G�	� �%& �)
 �%& : 

 (*H ≠ ∅ 

 (*( )( )2,x y H x y H∀ ∈ + ∈ 

 (*( ) :x H x H′∀ ∈ ∈ ) x′ �6	�� x �
 G.(  

��#��)� ������: 
 �����)1:( 

������� ��� � :{ }/ 1U z z= ∈ =� 

 �( ���( ),U ×����	�� "��$ . 

 

 (*�� �( ���( ),U ×����	�� "��$ : 

 �( C� �( )* ,×�����	�� "��$ . 

 �( ���� �( �7�� �%&( ),U × � ��L$� "��$ ( )* ,×�. 

←	���� : 

   ( ) : 1z U z∀ ∈ = 

&�%  :0z ≠ 

�%& :*z ∈� 

�%& :*U ∈� 

← 	���� U ≠ ∅ ) �+ 1 U∈.(  

← ���� 2 1z 1 :)� �����. z �� Uو
1 2z z U−× ∈ 

	����:  
1

1 2 1
2

1
z z z

z
−× = × 

  1
2

1
1z

z
= × = 

�+ 1 1z = 

    2 1z = 

 �%&: 1
1 2z z U−× ∈ 

�'
 ��	��	� U � ��L$� "��$ ( )* ,×�. 

�'
 #�� ( ),U × ����	�� "��$. 

 �����)2:( 

���� n ∈� .������� ��� �: 

  { }/n nk k= ∈� � 

��� �( ( ),n +� "��$ ����	��. 

 (*�( �����: ( ),n +� ����	�� "��$. 

 	����n ⊂� � . �( C� �( ),+�����	�� "��$ . 

 �( ���� �( �7�� �%&( ),n +� � ��L$� "��$ ( ),+�: 

← 	���� n ≠ ∅� )  �+0 n∈ �.(  

← ���� yوx �� n� .�( ����� :x y n− ∈ �. 

 	����yوx �� n� ��� �%& 2 1k ��kFو� : 

 1 2x nk yو nk= = 
�%&: 

 
( )1 2 1 2

3

x y nk nk n k k

nk

− = − = −
=

 

 0�3 1 2k k k= − ∈� 

 �%& :x y n− ∈ � 

 #��( )( )2, :x y n x y n∀ ∈ − ∈� � 

 ��	��	�( ),n +�  � ��L$� "��$( ),+�. 

 �%&( ),n +�����	�� "��$ . 

 �����)3:( 
 ����( ),.G ��	���� 	<���� "��$ e. 

 ����a G∈. 

0/� :{ }/ . .aC x G a x x a= ∈ =) ( centralisateur de a  

 ( ) ( ){ }/ : . .Z G x G y G x y y x= ∈ ∀ ∈ =  

 ( centre de G)  

 �( ���aC  ( )Z G � �	��L$� �	���$ ( ),.G. 

 (*�( ����� :aC � ��L$� "��$ ( ),.G: 

←	����  :. .a e e a a= = 

�%&      :. .e a a e= �%& ae C∈ 

#�� : aC ≠ ∅. 

←  ����yوx �� aC .�( ����� :1. ax y C− ∈ 

 �� � :( ) ( )1 1. . . .a x y x y a− −= 

 	����yوx �� aC�%& : 
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( )
( )

. . 1

. . 2

x a a x

y a a y

=
 =

 

 �� 	����)2 :( ( ) ( )1 1
. .y a a y

− −= 

 �� �: 

  1 1 1 1. .a y y a− − − −= 
�%& : 

  1 1 1 1

. .

. .

x a a x

a y y a− − − −

=
 =

 

�%& : 1 1 1 1. . . . . .x a a y a x y a− − − −= 

�� �: 1 1 1. . . . .x e y a x y a− − −= 

�� �: 1 1 1. . . .x y a x y a− − −= 

�� �: 1 1 1. . . . . .x y a a x y a a− − −=  

�� �: 1 1. . . . .x y a a x y e− −= 

�� �: 1 1. . . .x y a a x y− −= 

�%&: ( )( )2 1, .a ax y C x y C−∀ ∈ ∈ 

 #��aC � ��L$� "��$ ( ),.G 

 (* �( �����( )Z G � ��L$� "��$ ( ),.G: 

←	����  :( ) : . .y G e y y e y∀ ∈ = = 

  �%&( )e Z G∈ 

← ���� bوa �� ( )Z G .�( ����� :( )1.a b Z G− ∈ 

�� �      :( ) ( ) ( )1 1: . . . .y G a b y y a b− −∀ ∈ = 

 ����y G∈ .�( ����� :( ) ( )1 1. . . .a b y y a b− −= 

. 	���� bوa �� ( )Z G .�%&: 

  
( )
( )

. . 1

. . 2

a y y a

b y y b

=
 =

 

 
 

��� �)�	��� �)����� 27��: 

  ( ) ( )1 1. . . .a b y y a b− −= 

���: 

  ( ) ( ) ( )1 1: . . . .y G a b y y a b− −∀ ∈ = 

 �%&( )1.a b Z G− ∈. 

 #��( )Z G � ��L$� "��$ ( ),.G. 

5�3��� -��0� : 
��(�: 

 ����( ),*G"��$  .E ����� ����� ��	)� "�$� ����� Τ . 

( ) ( ): ,* ,f G E→ Τ��	>� . 

��� 	� 	����: 

* (( )( ),f G Τ"��$ . 

 (* 9�	� �%&( ),*G �'
 ����	�� "��$ ( )( ),f G Τ����	�� "��$ . 

 (* �	� �%&f�'
 H���> ��	>�  :( )f G E=�%&  :( ),E Τ��$ ". 

"��$ !�& "��$ ��� ��	>��� �& �)�. 

 

�����: 
 ����( ),.G"��$ . 

������� ��� � ::af G G→ 

 1. .x a x a−→ 

1 ( �( ���af �� ���	)� ��	>� ( ),.G !�& ( ),.G 

  
2 (������� ��� �: 

 { }/aF f a G= ∈ 

(a �( ��� "o "  �
 ����� ����� ��	�F. 
(b������� ��� �  :h G F→ 

                  aa f→ 

← �( ��� h �� ���> ��	>� ( ),.G �� ( ),F o 

← �( M����� ( ),F o"��$ . 

 

1 (* (�( �����af �� ��	>� ( ),.G �� ( ),.G 

 ����yوx �� G. 

�( ����� :( ) ( ) ( ). .a a af x y f x f y= 

	����:              ( ) 1. . . .af x y a x y a−= 

 ( ) ( )
( ) ( )

1

1 1

1 1

. . . .

. . . . .

. . . . .

.a a

a x e y a

a x a a y a

a x a a y a

f x f y

−

− −

− −

=
=

=

=

 

 �%&af��	>� . 

 (* �( �����af��	)� : 

 ����y G∈ . �� F����x �� GF���  :( )af x y= 

	����:  ( ) 1. .af x y a x a y−= ⇔ = 

       

1 1 1

1 1

1 1

1

. . . . .

. . . . .

. . . .

. .

a a x a a y a

e x a a a y a

x a a a y a

x a y a G

− − −

− −

− −

−

⇔ =
⇔ =
⇔ =
⇔ = ∈

 

 ���� �� �%&y �� G ��� ��	� ��)� 1. .x a y a−= 

 �%&af��	)� . 

 #��af �� ���	)� ��	>� ( ),.G �� ( ),.G. 

2 ((a �( ����� "o "  �
 ����� ����� ��	�F. 
 ����b af ��� )� . f �� Fو��a bf of F∈ 

 ����x G∈ . �����( )a bf of x: 

( ) ( )( )
( )

( ) ( )

1

11 1

. .

. . . . . . . .

a b a b

a

ab

f of x f f x

f b x b

a b x b a a b x a b f x

−

−− −

=

=

= = =

 

�%& : ( ) ( ) ( ): a b abx G f of x f x∀ ∈ 
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�%&: a b abf of f= 

	���� :
a G

b G

∈
 ∈

 �%& .a b G∈ 

   �%&abf F∈ 

��	��	�   ( )( )2, :a b a bf f F f of F∀ ∈ ∈ 

 �%&"o "  �
 ����� ����� ��	�F. 
(b (*  �( �����h �� ���> ��	>� ( ),.G �� ( ),F o. 

← ���� bوa �� G .�( ����� :( ) ( ) ( ).h a b h a oh b= 

	����       :( ) ( ) ( ). ab a bh a b f f of h a oh b= = =  

 �%&h��	>� . 

← 	���� h��� �� �+ ���>  �af �� F ��+� !�� ��	� #� a 

 ��G. 
 #��h �� ���> ��	>� ( ),.G �� ( ),F o. 

 (*����� �( ( ),F o"��$ . 

. 	���� ( ),.G"��$ . 

. h �� ���> ��	>� ( ),.G �� ( ),F o. 

 �%&( ),F o"��$ . 

V( �#�!	
: 
1 (	�� ����� ��������4 ��$�. 

����� : 
 ����E ������� ����� 	4��	)� "�$� �� .Τو* ���

 �& �)�Τ � �����	� � �$� *�	� �%& �)
 �%&: 
 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

3, , * * 1

* * 2

x y z E x y z x y x z

x y z x z y z

∀ ∈ Τ = Τ Τ

Τ = Τ Τ
 

 

� !"�: 
 (* ��	)�� �	� �%&Τ �����	��� ;��& �'
 ���	�� )1 ( ()2 (��
	�. 
 (* ���	��� 9))�� �%&)1 ( �& �)�Τ � �����	� � �$�  *������ !��. 

�����: 
1. �� �� �
 0���� �����	� � �$� ��/�� , , , ,� � � � �. 

2.���	� 	� �$� 2�� 0���� ��/�� ��: 

  ( ) ( ) ( )x y z x y x z+ × ≠ + × + 

3.0�	)��� �����	� � �$� �	��8�  . �
 �	��@� �����	� � �$� 0�	)���

( )P E. 

  
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

A B C A B A C

A B C A B A C

=

=

∪ ∩ ∪ ∩ ∪

∩ ∪ ∩ ∪ ∩
  

4. �
 0���� �����	� � �$� ��/�� ( ),F X � 

 
 
 
 
 
 
 
 

2 (�#�! �����: 
�����: 

 ����A ������� ����� ���	)� "�$� ��� &� Τو* ���)� 

( ),*,A Τ���	��� ��>�� 9))�� �%& �)
 �%& �)�� : 

 (*( ),*A����	�� "��$ . 

 (*Τ�� � ��. 
 (*Τ � �����	� � �$� * 
 

'� !"�: 
 (* ��	)�� �	� �%&Τ���	��  . �)���� �& �)�A����	�� . 

 (* ��	)�� �	� �%&Τ �)���� �& �)� H��	�� ���� A����� . 
 (* ��	)�� "�	� $��� * � " + " ��	)��Τ � "× "  ��	��� G%< �
 $���

 � ��	���� ��� �� * �0 ( 0A�)�� �7� !���  .��� �� $��� 

 � ��	����Τ � 1 ( 1A. 

3 (�����: 
1. �� �� ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , ,+ × + × + × + ×� � � � �)�� 

����� ����	��. 

2. ( )( ), , ,F X + ×������ ����	�� �)�� . 

4 ('��(�: 
 ��(�)1:( 

 ����( ),*,A Τ)��  	<�7� �e 

	����: ( ) :a A a e e a e∀ ∈ Τ = Τ =. 

� !"�: 
 � 	�$�� �%&( ),*,A Τ � ( ), ,A + ×N��� ���	��� : 

  ( ) : 0 0 0a A a a∀ ∈ × = × = 

��*��: 
	����: ( )*a e e a eΤ = Τ )  �+*e e e= ( 

�� �: ( ) ( )*a e a e a eΤ Τ = Τ 

�� �: ( ) ( ) ( )* *a e a e a e eΤ Τ = Τ 

�� �: a e eΤ = )  �
( ),*A ��� ( 

�%&:  a e eΤ = 

�( ���� �)����� 27�� e a eΤ = 

#��   e a a e eΤ = Τ = 

 ��(�)2:( 

���� ( ),*,A Τ 	<�7� e  

 � $���a′ �6	��� a �
 ( ),*A. 

	���� :( )( ) ( )2, :a b A a b a b a b ′′ ′∀ ∈ Τ = Τ = Τ 

� !"�: 
	�$�� �%& � ( ),*,A Τ � ( ), ,A + ×N��� ���	��� : 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )2, : .a b A a b a b a b∀ ∈ × − = − × = − 

��*��: 

�( ����� :( )a b a b′ ′Τ = Τ 

�� �   :( ) ( )*a b a b e′Τ Τ = )  �+ * ���	��.( 
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.	����   : 

 

( ) ( ) ( )* *a b a b a b b

a e

e

′ ′Τ Τ = Τ
= Τ
=

 

�%&        ( )a b a b′ ′Τ = Τ 

 �( ���� �)����� 27��( )a b a b′ ′Τ = Τ 

5 (�������	 ����#	
 �(���	
: 

�����: 
 ����( ),*,A Τ 	4��� ����� �)�� ε. 

 ����� �& �)�a �� A �6	�� #� �	� �%& 	��)� ��)� ( ��6	���� ��	� 

 ��	)�� �����	�Τ �
 A. 
 

��(�: 
 ����( ),*,A Τ 	4��� ����� �)�� ε. 

 ����U ��6	���� ���	)�� ��	� �� �����. 

	���� :( ),U Τ"��$ . 

��*��: 
. 	���� U ≠ ∅ �+ Uε ∈. 

. �( ����� Τ �
 ����� ����� ��	� U. 
 ����yوx �� U�( �����  .( )x y UΤ ∈ 

 	����yوx �� U ���6	�� �@�)� �%& y ′′xو ′′ �
 ( ),A Τ. 

 �%&x yΤ < �6	�� #� y x′′ ′′Τ. 

 �%&x y UΤ ∈ 

 #��Τ �
 ����� ����� ��	� U. 
. 	���� Τ �
 � ���� A . �
 � ���� �%&U. 
.	����  :  ( ) :a U a a aε ε∀ ∈ Τ = Τ = 

 Uε ∈ 

 �%&ε �
 ��	���� ��� �� < U. 
. ���� x U∈ @6	�� ��)� #�( ����� x′′ �
 ( ),U Τ. 

 	����x U∈ @6	�� ��)� �%& x′′ �
 ( ),A Τ. 

 	����x′′ < @6	�� ��)� x �%& x U′′∈ 

& �%x < @6	�� ��)� x′′ �
 ( ),U Τ. 

 ��	��	�( ),U Τ"��$ . 

6 (�#�! �5 �6(	
 /$
��: 
-���: 

 �)���� ��� �( )( ), , ,F + ×� �	<�7�  :: 0xθ → 

�������� ��� � ::f x x x→ − 

      ::g x x x→ + 

	���� :  

 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )( )

( )

2 2

2 2

: . .

0

x f g x f x g x

x x x x

x x

x x xθ

∀ ∈ =

= − +

= −

= − = =

�

 

�%& :  ( ) .x f g θ∀ ∈ =� 

�%& 	����  , , .f g f gθ θ θ≠ ≠ = 

 �& �)�gوf �)���� �
 �7��� ����	� ( )( ), , ,.F +� �. 

 �����)1:( 
 ����( ),*,A Τ 	<�7� �)�� 0A 

 ����� �& �)�a �� A�	� �%& �)
 �%& �7��� C�	� : 

0Aa ≠ ��� 0Ab ≠F���  :0Aa bΤ = 

 �����)2:( 
 ����( ),*,A Τ�)��  

 �)���� �& �)�( ),*,A Τ ���	� ( intègre )  !�� 3��� 8 9�	� �%& 

�7��� C���. 

 
� !"�: 

 �)���� ��� �( ), ,A + × 	<�7� 0A. 

1. ��� a�	� �%& �7��� C�	� : 

0Aa ≠ ��� 0Ab ≠ F��� 0Aa b× = 

2. ��� ( ),*,A Τ�	� �%& �
 �%& ���	� : 

  ( )( )2 0
, . 0

0
A

A
A

x
x y A x y

y

≠
∀ ∈ ⇒ ≠ ≠

 

�� �: 

  (( )( )2 0
, . 0

0
A

A
A

x
x y A x y

y

=
∀ ∈ = ⇒  =

 

�����: 
1. �� �� ( ) ( ) ( ) ( ), , ; , , ; , , ; , ,+ × + × + × + ×� � � � �)�� 

���	�. 

2. ( )( ), , ,F + ×� ����	� ��� �)�� . 

7 (�����* ���#�!: 
a(�����	
 '�5�6(�	
 �#�! : 

←����	
 �� �����	
 '�5�6(�	
 �#�!  2: 
�����: 

 ������ �� � ��� �
7�� ����2��> !�� ��� �� ��)�)� 9@�	 ��  :

a c

b d

 
 
 

 F�� , , ,d c b a �� �. 

 � 9	
7���� G%< ������ $���( )2M � 

 

. !�� :� � ( )2M ���� 	�� ��/�� 0���� : 

← (
a c a b a a b b

b d c d c c d d

′ ′ ′ ′+ +     
+ =     ′ ′ ′ ′+ +     

 

← (.
a b a b aa cb ac cd

c d c d ba db bc dd

′ ′ ′ ′ ′ ′+ +     
=     ′ ′ ′ ′ ′ ′+ +     
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��(�: 
( )( )2 , ,M + ×������ ����	�� ��� �)�� . 

��� ���� �
7���� 	<�7� :
0 0

0
0 0

 
=  
 

 

"���� �
7���� 	4��� :
1 0

0 1
I

 
=  
 

���	� ��� . 

 
← ����	
 �� �����	
 '�5�6(�	
 �#�! 3: 

�����: 
 ������ �� � ��� �
7�� ����3��> !�� ��� �� ��)�)� 9@�	 ��  :

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

 
 
 
 
 

 F�� ija ∈� 

 � 9	
7���� G%< ������ $���( )3M � 

 
 

. �
 ��/�� 0���� :� � ( )3M ���� 	�� : 

11 12 13 11 12 13 11 11 12 12 13 13

21 22 23 21 22 23 21 21 22 22 23 23

31 32 33 31 32 33 31 31 32 32 33 33

a a a b b b a b a b a b

a a a b b b a b a b a b

a a a b b b a b a b a b

+ + +     
     + = + + +     
     + + +     

 

11 12 13 11 12 13 11 11 12 21 13 31

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

.

a a a b b b a b a b a b

a a a b b b

a a a b b b

+ +     
     =     
     
     

��� 	�� ��/�� 0���� :� � �( ���� $������ �	� ��	� : 
�
7���� ��� �: 

  ( ) ( )1 3 1 3
1 3 1 3

;i iij ij
j j

B b A a≤ ≤ ≤ ≤
≤ ≤ ≤ ≤

= = 

 (* 	����A B+ �
7���� �< ( )1 3
1 3

iij
j

S S ≤ ≤
≤ ≤

= 

���:  ij ij ijS a b= + 

 (* 	����.A B �
7���� �< ( )1 3
1 3

iij
j

C C ≤ ≤
≤ ≤

=  

 F��
3

1
ij ik jk

k

C a b
=

=∑ 

�	6�: 

 

1 1 2 1 1 2 2 7 1

2 1 1 . 1 2 1 2 2 2

1 1 1 1 2 1 3 3 2

− − −     
     − − = − −     
     −     

 

��(�: 
( )( )3 , ,M + ×� �
7���� 	<�7� ����� ���	� ��� H����	�� ��� �)�� 

��� ����:

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

 
 =  
 
 

     	4���

1 0 0

0 1 0

0 0 1

I

 
 =  
 
 

 

  
 

b( �#�!	
 n� �: 

 0���� 	�
�� �( ��� �
 ��/��n� ���� 	�� : 

. .

x y x y

x y x y

+ = +

=
 

��(�: 
( ), ,n + ×� � 	<�7� ����� ����	�� �)�� 0 	4��� 1. 

 
� !"�: 

 (* ��� �( ), ,n + ×� �	����  : 

       
2.3 0

2 0 3 و0

=
≠ ≠

   

 �%&3  . �	��	� ����7و2

 �%&( ), ,n + ×� ����	� ��� �)�� . 

 (* ��� �( ), ,n + ×� � F�� n��( . 

 
 

( )

[ ]

[ ] [ ]

,

. 0 . 0

0

0 0

0 0

x y n

x y x y

xy n

n xy

n x أو n y

x n أو y n

x أو y

∀ ∈

= ⇒ =
⇒ ≡
⇒

⇒

⇒ ≡ ≡

⇒ = =

� �

 

 �%&( ), ,n + ×� ����	� �)�� . 

 (* �)���� ��� �( ), ,n + ×� � F�� n��( ��� . 

 �%&n ��� �� 
 C�	� ��)� 1n. 

 �� � :1 2n n n= + 

1n�	�  �%& ��� �� 
 C2n��� �� 
 C�	� . 

 	����11 n n< < �%& 1n n× �� � [ ]1 0n n≡/ 

    21 n n< <   2n n×     [ ]2 0n n≡/ 

�� �:  2 10 0n ≠nو ≠ 

	���� :  1 2.n n n= 

�� � :  1 2.n n n= 

�� �:  1 2. 0n n = 

 �%&2 1n  . �	��	� ���n�7و

#�� :( ), ,n + ×� ����	� ��� �)�� . 

��(�: 
 �)����( ), ,n + ×� � �	� �%& �)
 �%& ���	� n��( . 

 

�����: 
 �)���� ��� �( ), ,n + ×� �  H*n ∈� 

��6	���� ���	)�� ��	� �� ���. 
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.	����  : 

  ( ) : . 1x n x x′ ′⇔ ∃ ∈ =� � ) x ��6	���� ���	� ( 

 

( ) [ ]
( )
( )

: . 1

, : 1

, : 1

1

x x x n

x k xx nk

x k xx nk

x n

′ ′⇔ ∃ ∈ ≡
′ ′⇔ ∃ ∈ = +
′ ′⇔ ∃ ∈ − =

⇔ ∧ =

�

�

�
 

�< 	��)� ��)� ���� ��	� �� ����� �%&: 

  { }/ 1U x n x n= ∈ ∧ =� � 

� !"�: 

 	����( ),U ×����	�� "��$ . 

VI( /$&	
  :Corps 
1 (�����: 

 ����k� "�$� �����  ������� ����� ���	) * Τ. 
 �& �)�( ),*,K Τ��� 	� �)�� �%& �)
 �%& C�� : 

 (*( ),*,K Τ����� �)�� . 

 (* � �����	� @6	�� ��)� �)���� �7� :�	�� ���� ��Τ. 
 

� !"�: 
1.&  ��	)�� �	� �%Τ C���� �& �)� ���	�� K���	�� . 

2. ��� ( ),*,K Τ�	� �%& �)
 �%& 	��� : 

  (*( ),*K"��$ . 

  (*{ }( )0 ,kK − Τ"��$ . 

  (*Τ � �����	� � �$� *. 
2 (�����: 
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