
��ز  ��ى ا�و�� ���م ��    ا�����
 و ا
	��ل : درس�
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  ا�0.رات ا�*���.$
  . ��6ب �����ت ا�.وال ا�).ود�
 و ا�.وال ا��2ر�
 و ا�.وال ا�4 23ر�
 ــ

���  .��ت ا�.وال ا�*>�>8
 ا�;�8:
 �9!�-*�ل ا�.وال ا
���8د�
 ــ ��6ب 

I 
  :ــ ا�����
 ا�*���8
1 
   :0 ��. 0 ــ ا�����

 ?�%-	:  
 '@��f   A,آ%� C0�� ح��E� ل��� ��� 
$%-� 
   .0دا�

 
������0ل إن f #ول 0 هH� ��.�� x إذا آ�ن 0 إ�� :  
 I@�ε > 0 %��� .3��  α >0 I@� J8(9 x '� ] [ { }, 0α α ) �@�ن -− )f x ε<.  

 K�@�limو  ( ) 0
0

f x
x

=
→

.   

  
8L�M:  

): ال ا�*-%$
 ��� ا�&@I ا�.و )
n

f x ax= J8(9 *
n ∈ ℕو  a ∈ℝ  ول إ��H	 0 ولH� ��.�� x 0 إ��.   

 
  :أ�>�
2

lim
0
3 0

x
x

→
3      و=

lim 4 0
0

x
x

− =
→

   


 ��� ا�&@I ا�.وال ا�*-%$ :f(x)= a x J8(9 a ∈ℝ ول إ��H	 0 ولH� ��.�� x 0 إ��.   

 
  :أ�>�

lim
0

2 0
x

x
→

lim   و=
0

0
x

x
→

− =.    

2
   :l .�� 0x ــ ا�����

 ?�%-	:  
 '@��f  A,آ%� C0�� ح��E� ل��� ��� 
$%-� 
   .0x دا�

 
������0ل إن f #ه l ولH� ��.�� x 0 إ��x 0 : إذا آ�نlim
0

( ) 0
h

f x h l
→

+ − = 

  :�>�ل  

   2
lim

1
3 3

x
x

→
lim     و      =

4
2 4

x
x

→
=   

3 
  :��� ا�8*8' و ��� ا���8ر  ــ ا�����
 ?�%-	:  
 '@��f ع����ل �' � ��� 
$%-� 
0, دا� 0x x α +  J8(9 0α >.  

��0ل إن f 
0,ا آ�ن ��Rره� ��� ���ل ذ ��� ا�8*8' إ l #$ 0x	I;0 ا����� 0x x a +  J86 0a ��ل  ��:;<� ��� 
$%-� 
��R S� Tر دا�

 A,آ%� C0�� ح��E�0x K�@� و 
0

( )lim
x x

f x l
+→

lim أو = ( )
0
0

f x l
x x
x x

=
→
>

.  

  
8L�M:  


 ��. f 	@�ن �.ا����� 0x UE� ��� V�   .0xا�����
 ��� ا�8*8' و ��� ا���8ر $#  إذا و C0$ إذا آ�

                                    
00 0

lim ( ) lim ( ) lim ( )
x xx x x x

f x f x l f x l
+ − →→ →

= = ⇔ =  

  :�>�ل  


	�� ا��ا��  �f �
} : ا��
��� ��� ا�� ( ) 2 3 ( 1)
( ) ( 1)

f x x x
f x x x

= − ≥
= −    .1 ��� ا�
�د f ���رس ����� ا��ا�� >

 �����: 
1 1

lim ( ) lim 2 3 2 3 1
x x

f x x
+ +→ →

= − = − =   و −
1 1

lim ( ) lim 1
x x

f x x
− −→ →

= − = −   

 �� أن 
1 1

lim ( ) lim ( ) 1
x x

f x f x
+ −→ →

= =  �!ن −
1

lim ( ) 1
x

f x
→

= −.    

4 
   : ∞+ ��.0 ــ ا�����
 ?�%-	:  
 '@��f ع����ل �' � ��� 
$%-� 
[ دا� [,a +∞.   

 
������0ل إن f #ول 0 هH� ��.�� x إ��+∞   
 I@� 0إذا آ�نε > %��� .3�� 0B > I@� J8(9 x ل��[ �' ا�* [,B ) �@�ن ∞+ )f x ε<  

 K�@�limو  ( ) 0
x

f x
→+∞

=.  

Chorfi_mouhsine@yahoo.fr  

www.miloumaths.tk



  
8L�M:  

 I@&ا� ��� 
) :ا�.وال ا�*-%$ )
k

f x nx
)  و = )

k
g x

x
= J86 *

n ∈ ℕ و k ∈ ℝ ول إ��H	 0 ولH� ��.�� x إ�� +∞  

  :�>�ل  

4

3
lim 0
x x→+∞

  و =
3

4
lim 0
x x→+∞

−   و=
4

lim 0
x x→+∞

− =.    

5  
   : ∞+ ��.lــ ا�����
 ?�%-	:  
 '@��f ع����ل �' � ��� 
$%-� 
[ دا� [,a +∞.   


 	@�ن���� f #ه l ولH� ��.�� x إ��+∞   

 ا�.ا�
  إذا ���� V�)و C0$ إذا آ� )f x l− "0 ه��� +∞  K�@�limو  ( )

x
f x l

→+∞
=.   

  :�>�ل  
2

2

2
lim 2

1x

x

x→+∞
=

−
      

6 
   : ∞− ��.l ــ ا�����
 ?�%-	:  
 '@��f ع����ل �' � ��� 
$%-� 
[ دا� [, b−∞.   

 
����   ∞−�� إH� ��.�� xول l ه# f	@�ن 
  

 ا�.ا����� V�)إذا و C0$ إذا آ� )f x− #ه l.�� +∞   

 ��-*9 :lim ( ) lim ( )
x x

f x l f x l
→−∞ →+∞

= ⇔ − = 

  :�>�ل  
2

2
lim 1

1x

x

x→−∞
=

−
  

  K8	%�8ت ا������ت و ا��L�M:  
 A,آ%� C0�� ح��E� ل��)  0xإذا آ�ن ��� � ) ( )f x l u x− lim  و آ�ن≥

0
( ) 0

x x
u x

→
Z$   limن=

0
( )

x x
f x l

→
=.   

[إذا آ�ن ��� ���ل �' ��ع  [,a +∞     ( ) ( )f x l u x− lim    و> ( ) 0
x

u x
→+∞

Z$   limن = ( )
x

f x l
→+∞

=.   

[إذا آ�ن ��� ���ل �' ��ع  [, b−∞     ( ) ( )f x l u x− lim     و> ( ) 0
x

u x
→−∞

Z$   limن = ( )
x

f x l
→−∞

=.   

  :إ	��ل دا�
  ــ 7
 ?�%-	:  

 
0 ����
 $# f	@�ن دا�x #$ 
���� ��� V�) 	��وي 0x إذا و C0$ إذا آ� )0f x  

 "�
� :
0

( ) ( )0lim
x x

f x f x
→

=.   

  :�>�ل  

 ��	
0x       : ا��
��� ��� ا��
� fا��ا�� � ≠   
1

( ) sin( )

(0) 0

f x x
x

f

 =
 =



.   

   .( 0	���f "� ��'&% ان 

 �����                     :1
( ) 0 sin( )f x x x

x
− = )x ����� sin +ن �
� ��د *(&(" > ) 1x <.   

����� و 
0

lim 0
x

x
→

 و )�, =
0

( )lim 0 (0)
x

f x f
→

=    .(0	f  "� ��' إذن =

  
8L�M:  
 '� 
:0� Iآ #$ 
���� 
   .ℝآI دا�
 6.ود�

 

 �' 3.ر�
آI دا�:0� Iآ #$ 
���� ��E�%-	 
��*��.  
 :�>�ل  

�/0� ��
  .ب ����� دا�� *�ود�� �" ��د *(&(" �(2م  	
4�2 ا��2�3ل  ��
�د �

  ( )22

1
lim(2 4) 2 1 1 4 5
x

x x
→

− + = − + = 

  ( ) ( )22

2
lim( 2 1) 2 2 2 1 4 4 1 1
x

x x
→−

+ − = − + − − = − − = −      
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2 1 5

lim
1 32

x

xx

+
=

+→
  

  :	*.�. �9	��ل  ــ 8
 ?�%-	:  
 '@��f
$%-� %8^ 

 0x $#  دا����� ��� '@� l#$  0x.   

}ا�.ا�
 ا�*-%$
 آ*���#
0

( ) ( )( )
( )

g x f x x Df
g x l

= ∈
= #$ 
���� 
   . f#$  0x	� �*	Z9 .�.*	��ل ��.ا�
 0x ه# دا�

  :�>�ل  


	�� ا��ا�� �f ـ  ���
   ا��
2

9
( )

3

x
f x

x

−
=

−
   .3ا�8&� )
��� �" ا�
�د   

) �� أن  )( )2
9 3 3

3
33

x x x
x

xx

− − +
= = +

−−
) �!ن  )( )

3 3 3

2
9 3 3

3 3 3 6
33

lim lim lim
x x x

x x x
x

xx→ → →

− − +
= = + = + =

−−
  

) : ا��
��� ��� ا��
� gو )�, ا��ا��  )( ) ( ) 3
(3) 6

g x f x x
g

= ≠
 =

} ���  f =�>�; ): ا��ا��  }3−ℝ "� ��'	( 3 و.   

 ���f "� 3ا��  =/�� =����ا  �='�ل gا��ا�� 
  :8' و ��� ا���8ر ��� ا�8* ا
	��ل ــ 9

  
8L�M:  
0 ����
 $# f �.ا�
 ا	@�نx #$ ا�8*8' و ��� ا���8ر ���  
���� V�   .0x إذا و C0$ إذا آ�

                                    
00 0

0 0lim ( ) lim ( ) ( ) lim ( ) ( )
x xx x x x

f x f x f x f x f x
+ − →→ →

= = ⇔ =  

   :ا�-*��8ت ��� ا������ت ا�*���8
   ــ10
f و g دا���ن و λ #0806 د.� . V�
 $# g و fإذا آ����� �*�� 0x.   

lim( ) lim limf g f g+ = +  

lim( ) lim limf g f g× = ×  

lim( ) limf fλ λ=  

 V�%8 ��-.�
 $Zن gإذا آ�^   

1 1
lim( )

limg g
=  

lim
lim( )

lim

ff

g g
=  

lim limf f=  

 V���ل ���Eح ��C0 �%آ,f��  Aإذا آ�� ��� 
;30x    ن!� lim limf f=    

  :�>�ل  

( ) ( )
2

2

2

4
lim 1 7

1x

x
x x x

x→

  +
 − + + + −  

 −   

  

  

( ) ( )
2

2

2 2 2

4
lim 1 lim 7 lim

1x x x

x
x x x

x→ → →

 += − + + + −  
 − 

  

           �����( )2 2

2
lim 1 2 2 1 3
x

x x
→

− + = − + =  

)و �����       ) ( )
2 2

lim 7 lim 7 2 7 9 3
x x

x x
→ →

+ = + = + = =   

  و �����   
2 2 2

2 2

4 4 2 4
lim lim 8 2 2

1 1 2 1x x

x x

x x→ →

   + + += = = =    − − −  
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)و)�,                               ) ( )
2

2

2

4
lim 1 7 3 3 2 2 6 2 2

1x

x
x x x

x→

  +
 − + + + − = + − = − 

 −   

 

II 
   :ا�8����4
 ــ ا�����
1 
    : 0 ��. ∞+ ــ ا�����

 ?�%-	:  
 '@��f ل��� ��� 
$%-� 
   .��E� 0ح ��C0 �%آ,A  دا�

��0ل إن f  ول إ��H	+∞  ولH� ��.��x إذا آ�ن 0 إ�� :  
 I@�A> 0 %��� .3��  α >0 I@� J8(9 x '� ] [ { }, 0α α ) �@�ن -− )f x A>.  

 K�@�limو  ( )
0

f x
x

= +∞
→

.   

  
8L�M:  

 I@&ا� ��� 
) :ا�.وال ا�*-%$ )
k

f x nx
)  و = )

k
g x

x
= J86 *

n ∈ ℕ و *
k

+
∈ ℝول إ��H	 +∞ ولH� ��.��x ا�8*8' 0 إ�� ��� .  

  :�>�ل  

40

3
lim
x x→

=   و ∞+
30

4
lim
x x+→

=   و∞+
0

3
lim
x x→

= +∞.   

2 
    : 0x ��. ∞+ ــ ا�����

 ?�%-	:  
 '@��f  A,آ%� C0�� ح��E� ل��� ��� 
$%-� 
   .0x دا�

��0ل إن f  ول إ��H	+∞  ولH� ��.��x 0 إ��x إذا  
)0آ��V ا�.ا� )f x h+ ول ∞+=<ول إ��>� �(��� h 0 إ��.   

 K�@�limو  ( )
0

f x
x x

= +∞
→

.   

  :�>�ل  

( )21

3
lim

1x x→
= +∞

−
   و 

( )22

3
lim

2x
x

→
= +∞

−
   


  ــ ا�3����+∞ .�� +∞ :    
 ?�%-	:  
 '@��f ع����ل �' � ��� 
$%-� 
[ دا� [,a +∞.   

 
������0ل إن f #ول ∞+ هH� ��.�� x إ��+∞   
 I@� 0إذا آ�نA > %��� .3�� 0B > I@� J8(9 x ل��[ �' ا�* [,B ) �@�ن ∞+ )f x A>.  

 K�@�limو  ( )
x

f x
→+∞

= +∞.   

  
8L�M:  

 I@&ا� ��� 
) :ا�.وال ا�*-%$ )
n

f x kx=  و  ( )g x k x= J86 *
n ∈ ℕ و *

k
+

∈ ℝول إ��H	 +∞ ولH� ��.��x  إ��+∞.  
  :�>�ل  

4lim 3
x

x
→+∞

= lim  و ∞+ 3
x

x
→+∞

= +∞.   

4 
     : 0x أو ∞− أو∞+ ��. ∞− ــ ا�����

  
8L�M:  

( )lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
→+∞ →+∞

= −∞ ⇔ − = +∞ 

( )lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
→−∞ →−∞

= −∞ ⇔ − = +∞ 

( )
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x
→ →

= −∞ ⇔ − = +∞  

  :�>�ل  
3lim 3

x
x

→−∞
= 3lim   و  ∞− 2

x
x

→−∞
− = +∞. 
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)إذا آ�ن  ) ( )f x u x≥و  lim ( )u x = lim �!ن  ∞+ ( )f x = +∞  

)إذا آ�ن  ) ( )f x u x≤و  lim ( )u x = lim �!ن  ∞− ( )f x = −∞   

   :ا�-*��8ت ��� ا������ت ا�8����4
 و ا�b@�ل ا�8a% ا�*).دة  ــ 5
�*�ع � 
����  

 
����f  
����g   
����g+f  
l  +∞  +∞  
l  −∞  −∞  

+∞  +∞  +∞  
−∞  −∞  −∞  
  I@b ^8% �).د  ∞+  ∞−


 دا�
 $# �.د #0806����  
 
����f   رة�bإ λ  
���� fλ  

+∞  ��@2(  +∞  
+∞  ����A  −∞  
−∞   ��@2(  −∞  
−∞  ����A  +∞  

3 
����  .اء 
 
����f   
����g   
����fg  
+∞  +∞  +∞  
+∞  −∞  −∞  
−∞  −∞  +∞  
  I@b ^8% �).د  0  ∞+
  I@b ^8% �).د  0  ∞−

 
 

���0ب دا�����  

 
����f  ��0ب� 
���� f   
+∞  0+  

0+  +∞  

−∞  0−  

0−  −∞  

����   �Mرج

 
����f   
����g   رج�M 
����f���  g  
  I@b ^8% �).د  ∞  ∞
0  0  I@b8% �).د^   

+∞  0+  +∞  

+∞  0−  −∞  
0  +∞  0  
0  −∞  0  

III���
 ــ �
  : ا�.وال ا�*>�>8
  

  
8L�M:  
 
)sin :ا�.وال ا�*>�>8 )x و cos( )x و tan( )x ��E�%-	 
��*�� #$ 
���� .  

  

 ا�.وال ا�*>�>8����  
( )

0

sin
lim 1
x

x

x→
=  

( )
0

tan
lim 1
x

x

x→
=  

( )
20

1 cos 1
lim

2x

x

x→

−
= 
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