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 ملخص للاشتقاق
  

     1- الاشتقاق في نقطة 
   تعريف  -أ     

    0xدالة عددية معرفة في مجال مفتوح مرآزه  f  لتكن            

0ا آانت للدالة ذ ا0x قابلة للاشتقاق فيf      نقول إن الدالة  

0

( ) ( )f x f x
x

x x
−

→
−

    ونرمز لها0x في l   نهاية 

)بـ        )0'f x .العددl ـ يسمى العدد المشتق لf 0 فيx  .     نكتب( )
0

0
0

0

( ) ( )
' lim

x x

f x f x
f x

x x→

−
=

−
  

  : ملاحظة
0

0 0 0
00

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim
x x h

f x f x f x h f x
x x h→ →

− + −
=

−
  

) نعتبر :مثال) ب  ) 2 2f x x x= +  

  1 و حدد العدد المشتق في 1 قابلة للاشتقاق في f     بين أن 
   الدالة التألفية المماسة  لدالة)  ج

  0x قابلة للاشتقاق في f      لتكن 

)       لدينا  )
0

0
0

0

( ) ( )
' lim

x x

f x f x
f x

x x→

−
=

−
)    نضع  )0

0
0

( ) ( )
( ) '

f x f x
x f x

x x
ε

−
= −

−
 ،  

0
lim ( ) 0
x x

xε
→

=  

      ( ) ( )( ) ( )
0

0
0 0 0 0 0

0

( ) ( )
( ) ' ( ) ' ( ) ( ) / lim ( ) 0

x x

f x f x
x f x f x f x x x f x x x x x

x x
ε ε ε

→

−
= − ⇔ = − + + − =

−
  

) لدينا 0x       أي أنه بجوار  )( )0 0 0( ) ' ( )f x f x x x f x− +  

)     الدالة  )( )0 0 0' ( )x f x x x f x→ −   0x في النقطة f تسمى الدالة التألفية المماسة لدالة +

   تعريف   
    0xعرفة في مجال مفتوح مرآزه  دالة عددية مf  لتكن            

  الدالة هي 0x في النقطة fالمماسة لدالة فان الدالة التألفية  0x قابلة للاشتقاق فيfالدالة إذا آانت        

     ( )( )0 0 0: ' ( )g x f x x x f x→ − +  

)  نعتبر تمرين   )f x x=  
  1 في النقطة fالمماسة لدالة حدد الدالة التألفية  )1

  1,001 و 0,99استنتج قيمة مقربة لكل من  )2
    الاشتقاق على اليسار   -ى اليمين  الاشتقاق عل– 2

     تعريف- أ       
]  دالة معرفة على مجال من شكل  fلتكن *         [0 0;x x α+  0 حيثα  

إذا آانت للدالة 0x  قابلة للاشتقاق على اليمين فيf       نقول إن 
0

0)()(
xx
xfxfx

−
اليمين في   علىl نهاية →−

        0x   و نرمز لها بـ( )'
0df x   .  

)نكتب              0x  على اليمين في f يسمى العدد المشتق ل l     العدد  )
0

0
0

0

( ) ( )' limd
x x

f x f xf x
x x+→

−
=

−
   

[  دالة معرفة على مجال من شكل    fلتكن     *   ]0 0;x xα−  0 حيثα  

 إذا آانت للدال0x   قابلة للاشتقاق على اليسار في fن  نقول إ     
0

0)()(
xx
xfxfx

−
  على اليسار فيl نهاية→−

    0xنرمز لها ب  ( )'
0gf x.      

)نكتب        0x   على اليسار في f  يسمى العدد المشتق لlلعدد      ا )
0

0
0

0

( ) ( )' limg
x x

f x f xf x
x x−→

−
=

−
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   خاصية  –ب  
  0x  قابلة للاشتقاق على اليمين وعلى اليسار في  f إذا وفقط إذا آانت 0x  قابلة للاشتقاق فيf        تكون

  .     والعدد المشتق على اليمين يساوي العدد المشتق على  اليسار
)    نعتبر    تمرين    ) 2f x x x=   0 فيfلية اشتقاق           أدرس قاب+
   الاشتقاق و الاتصال- 3
  خاصية     

   0xتكون متصلة في   0xآل دالة قابلة للاشتقاق في                
        عكس هذه الخاصية غير صحيح :ملاحظة 

  )0 و مع ذلك غير قابلة للاشتقاق في0 متصلة في fلدالة آما يوضح المثال السابق ا( 
  
   معادلة المماس لمنحنى دالة– التأويل الهندسي - 4
    المماس-أ 

  ها منحناfC و 0x  قابلة للاشتقاق فيf   لتكن

) نعتبر  )0 0 0; ( )M x f x و ( ); ( )M x f x نقطتين من fC  

  
  
  
  
  
  

) المعامل الموجه للمستقيم  )0MM هو 
( ) ( )0

0

f x f x
x x
−

−
  

فان) 0x إلى تؤول xأي  ( 0M من Mنلاحظ عندما تقترب 
( ) ( )0

0

f x f x
x x
−

−
) تؤول إلى  )0'f x  

)و بالتالى المستقيم  )0MM 0 يدور حولM المستقيم  أن ينطبق مع إلى( )T ذا المعامل الموجه ( )0'f x  

)المستقيم  )T مماس للمنحنى fC  

  منحناهاfC و 0xدالة معرفة على مجال مفتوح مرآزه    f    لتكن

 معادلته       0x عند النقطة ذات الأفصولfC تؤول هندسيا    بوجود مماس لـ  0x في f    قابلية اشتقاق

( )( ) ( )0 0 0'y f x x x f x= − +  

  
)   نعتبر :تمرين ) 3f x x=  

  2 و حدد معادلة المماس للمنحنى عند النقطة ذات الأفصول2 في f         أدرس قابلية اشتقاق      
  
  

   نصف المماس    - ب   
      
  
  
  
  
  
  
   

                          
( ) ( )( ) ( )0 0 0

0

: 'dT y f x x x f x
x x

 = − +


≥
              

( ) ( )( ) ( )0 0 0

0

: 'gT y f x x x f x
x x

 = − +


≤
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( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

0 0 0 0

0 0 0 0

: '
' : '

d

g

T y f x x x f x x x
T y f x x x f x x x

 = − + ≥
 = − + ≤

  

  خاصية
قبل نصف مماس  يfC فان ) 0x أو على اليسار في (   0x  قابلة للاشتقاق على اليمين فيf     إذا آانت 

' معامله الموجه 0xعند النقطة   ذات الافصول  
0( )df x  )أو '

0( )gf x(   

  خاصية 
و آان  ) 0x   أو على اليسار في 0x على اليمين في(0xمتصلة في   f     إذا آانت 

( ) ( )
0

0

0
lim
x x

f x f x
x x→

−
= ±∞

−
 نصف ( 0xعند النقطة   ذات الافصول   عند  عمودي  مماس يقبلfC فان  

   ) 0x عند النقطة   ذات الافصول   عموديمماس

            

               
)نعتبر  تمرين   ) 2 1f x x= )  و − )g x x=  

   و أول النتائج هندسيا1 على يمين ويسار f          أدرس قابلية اشتقاق 
   و أول النتيجة هندسيا0 على يمين g          أدرس قابلية اشتقاق 

   الد الـــــة المشتقة- 5
      ريفا تع-أ    

  1تعريف 
   .I  قابلة للاشتقاق في  آل نـقطة من f إذا آانت I  المفتوح  قابلة للاشتقاق على المجالf            نقول إن 

  2تعريف
]  قابلة للاشتقاق على المجال f   نقول إن         ];a b إذا آانت fعلى  قابلة للاشتقاق ] [;a bو على يمين a   

  . b          و على يسار 
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[بالمثل نعرف الاشتقاق على  : ملاحظة ];a b و على [ [;a b  

  3تعريف
  Iقابلة للاشتقاق على المجال              لتكن 

) بالعدد Iمن x            الدالة التي تربط آل عنصر  )'f xبـ       تسمى الدالة المشتقة نرمز لها'f .  

  
)ر    نعتب:  مثال  ) 2f x x=  

   و نحدد الدالة المشتقةf       ندرس قابلية  اشتقاق 
0x       ليكن  ∈  

      
( ) ( )

0 0

0
0 0

0
lim lim 2
x x x x

f x f x
x x x

x x→ →

−
= + =

−
) و 0x ومنه قابلة لاشتقاق في  )0 0' 2f x x=  

)   و  قابلة للاشقاق في f       اذن  )' 2x f x x∀ ∈ =  

  :    ملاحظة  
  ا  مماس عند آل نقطة من هذI  مفتوح مجالقابلة للاشتقاق على  f            يكون للمنحنى الممثل لدالة 

             المنحنى
   المشتقة الثانية-ب  

  I قابلة للاشتقاق مجال fلتكن      
   فان دالتها المشتقة تسمى الدالة المشتقة الثانية Iمجال ال قابلة للاشتقاق f' ا  الدالة إذ      

  f"      و نرمز لها بالرمز  

)     نعتبر :  مثال  ) 2f x x=  

)            رأينا أن   )' 2x f x x∀ ∈        وحيث =
( ) ( )

0

0

0

' '
lim 2
x x

f x f x
x x→

−
=

−
) فان  )'' 2x f x∀ ∈ =  

  عمليات على الدوال المشتقة -6   
λ  و     I  دالتين قابلتين للاشتقاق على مجال g  و f   لتكن -       * } و ∋ }* 1n∈ −  

       f g+ و f g× و fλ  وnfمجال ال دوال قابلة للاشتقاق علىI    

 فان I  لا تنعدم على g       و اذا آانت 
1
g

 و 
f
g

    Iمجال ال  قابلتان للاشتقاق على

                            

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

' ' '

' ' '

' '

x I f g x f x g x

f g x f x g x f x g x

f f xλ λ

∀ ∈ + = +

× = +

=

   

         ( ) ( )
( )

'

2

'1 g x
x

g g x
 

= − 
 

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

'

2

' 'f x g x f x g xf x
g g x

− 
= 

 
    Ix∈∀بحيثg لا تنعدم على  I  

} و I دالة قابلة للاشتقاق على مجال fلتكن   -      * }* 1n∈ −  

                                      ( ) ( ) ( )( ) ( )
' 1 'nnx I f x n f x f x−

∀ ∈ =   )نبين ذلك بالترجع(    ×

   
   الدوال المشتقة لبعض الدوال الاعتيادية- 7  

):      الدالة الثابتة    *  )x f x k∀ ∈ =  

           
( ) ( )

0

0

0
lim 0
x x

f x f x
x x→

−
=

−
)  و  على   قابلة للاشتقاقf   إذن  )' 0x f x∀ ∈ =  

f:الدالة     *  x x→  

        
( ) ( )

0

0

0
lim 1
x x

f x f x
x x→

−
=

−
)  و  على   قابلة للاشتقاقf   إذن )' 1x f x∀ ∈ =  
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f:الدالة     *  x ax b→ +  

        
( ) ( )

0

0

0
lim
x x

f x f x
a

x x→

−
=

−
)  و  على   قابلة للاشتقاقf   إذن )'x f x a∀ ∈ =  

*الدالة     *  : nn f x x∈ →  

          fو  على   قابلة للاشتقاق  ( ) ( )1 1' 'n nx f x nx x nx− −∀ ∈ = =  

الدالة     * 
1:f x
x

→      

        
( ) ( )

0 0

0
2

0 0 0

1 1lim lim
x x x x

f x f x
x x x x x→ →

− −
= = −

− ×
   * على   قابلة للاشتقاقf   إذن 

)          و  )*
2

1'x f x
x

∀ ∈ = −  

f:الدالة     *  x x→ لتكن    *
0x +∈  

        
( ) ( )

0 0

0

0 0 0

1 1lim lim
2x x x x

f x f x
x x x x x→ →

−
= = −

− +
   

* على   قابلة للاشتقاقf  إذن           
)  و + )* 1'

2
x f x

x+∀ ∈ =  

     f  0  في قابلة للاشتقاقغير   
:الدالة     *  sinf x x→  

        

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )

0

0 0 0 0 0

0 00

0 0
0

' sin sin
lim lim lim

sin
2lim 2cos 2 cos

2

x x h h

h

f x f x f x h f x x h x
x x h h

h

x h x
h

→ → →

→

− + − + −
= =

−

= + × × =

     

  إذن
sinx x→و  على   قابلة للاشتقاق  ( )sin' cosx x x∀ ∈ =  

:الدالة     *  cosf x x→  
cosx x→و  على   قابلة للاشتقاق  ( )cos' sinx x x∀ ∈ = −  

:الدالة     * tanf x x→  

     
sin/ tan

2 cos
xx k k x
x

π π ∀ ∈ − + ∈ = 
 

  

    
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

2 2

2 2 2

sin ' cos sin cos ' cos sin 1/ tan'
2 coscos cos

x x x x x xx k k x
xx x

π π
− + ∀ ∈ − + ∈ = = = 

 
  

/2    اذن  tan' 1 tan
2

x k k x xπ π ∀ ∈ − + ∈ = + 
 

  

  

tanx x→في آل نقطة من   قابلة للاشتقاق /
2

k kπ π − + ∈ 
 

   

/2 و        tan' 1 tan
2

x k k x xπ π ∀ ∈ − + ∈ = + 
 

  

  نتائج
  الدالة الحدودية قابلة للاشتقاق في    *  
  الدالة الجدرية قابلة للاشتقاق في آل نقطة من حيز تعريفها    * 
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   مبرهنة - 8
     

xدالة التألفية ال بI صورة المجال J   ليكن المجال   ax b→ +  
) فان J على قابلة للاشتقاقf  إذا آانت  ):g x f ax b→  و I قابلة للاشتقاق على+

( ) ( )' 'x I g x af ax b∀ ∈ = +  

)نعتبر : مثال ) sin 5
3

f x x π = − 
 

  

  f و  قابلة للاشتقاق على ( )' 5cos 5
3

x f x x π ∀ ∈ = − 
 

  

  جدول مشتقات بعض الدوال 

 'fD ( )'f x ( )xf 
 0 a 
 1 x 

* 2
1
x

−
 

1
x 

 1nnx −
 { }* 1 nn x∈ − 

*
 

1nnx −
 

* nn x−∈ 

*
+ 

1
2 x 

x 

 sin x− cos x 
 cos x sin x 

/
2
k kπ π − + ∈ 

  
21 tan x+ tan x 

 ( )sina ax b− + ( )cos ax b+ 
 ( )cosa ax b+ ( )sin ax b+ 

 
    تمارين

  : و حدد الدالة المشتقة في الحالات التاليةf    أدرس اشتقاق -1     

    *        ( ) 4 25 3 4f x x x= + +  *      ( ) 2
5f x
x

= *      ( ) 3 1
2 2
xf x
x
−

=
−

 *   ( )
2

2
3xf x

x x
+

=
−

  

  *        ( ) ( )52f x x x= +  *     ( ) ( )5cosf x x= *        ( ) sin
cos sin

xf x
x x

=
−

  

 *        
( )
( )

2

3 2

0

0

f x x x x

f x x x x

 = + ≤


= −
 *                     ( ) 2f x x x x= +  

) نعتبر -2     )
2 3 6

1
x xf x
x
− +

=
−

  

3yلذي معادلته  يقبل مماسين موازيين للمستقيم اf بين أن منحنى -        أ x= −  
  . أآتب معادلتي هذين المماسيين-       ب
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